X
&

Universidad Politécnica de Cartagena

Departamento de Estructuras y Construccion

DISENO OPTIMO ROBUSTO DE TOPOLOGIA
DE ESTRUCTURAS CONTINUAS CON
ISOLINEAS Y ALGORITMOS GENETICOS

TESIS DOCTORAL

Alberto Cordero Martinez
2017






X
X

Universidad Politécnica de Cartagena

Departamento de Estructuras y Construccion

DISENO OPTIMO ROBUSTO DE TOPOLOGIA
DE ESTRUCTURAS CONTINUAS CON
ISOLINEAS Y ALGORITMOS GENETICOS

TESIS DOCTORAL

Realizada por:  Alberto Cordero Martinez

Dirigida por: Mariano Victoria Nicolas
Concepcion Diaz Gémez

Cartagena, 18 de enero de 2017






Resumen

La optimizacion estructural ha experimentado un importante crecimiento en las ultimas
décadas debido a aplicaciones numéricas que permiten automatizar el proceso de disefio. La
optimizacion estructural se puede dividir en tres categorias: tamafio, forma y topologia. La
optimizacion de topologia es la que mejor resultados aporta, ya que proporciona una mayor
libertad a la hora de obtener nuevos disefios conceptuales, y tiene como objetivo encontrar la
mejor distribucion de material a partir de la forma y la localizacién de las cavidades para un
dominio de disefio dado.

Tradicionalmente, el problema de optimizacion de topologia se ha abordado desde un
punto de vista determinista, donde los disefios son obtenidos sin considerar de forma explicita
la influencia de las diversas fuentes de incertidumbre (o variabilidad) presentes en la realidad,
tales como variaciones en las cargas, en las propiedades de material, en la geometria, en las
condiciones de contorno, etc. Asi pues, una formulacion determinista puede dar lugar a
estructuras dptimas conservadoras o ineficientes debido a las fluctuaciones en el rendimiento
de la estructura.

Con objeto de obtener topologias menos sensibles, mas racionales y con un mayor
rendimiento ante condiciones reales, en los Gltimos afios ha tomado un gran interés el desarrollo
de formulaciones capaces de representar, caracterizar y propagar las incertidumbres en el
proceso de optimizacién. De forma general, se pueden distinguir dos formulaciones, el disefio
optimo de topologia basado en fiabilidad y el disefio 6ptimo robusto de topologia. Esta ultima
formulacién se ha vuelto cada vez méas popular y esta se centra en buscar soluciones que sean
poco sensibles a las incertidumbres.

El objetivo de esta tesis es proponer una nueva metodologia para el disefio 6ptimo robusto
de topologia de estructuras continuas bidimensionales. Para ello, primeramente se han
propuesto dos metodologias deterministas para el disefio 6ptimo de topologia, la primera basada
en el uso de un algoritmo genético y el andlisis de la estructura mediante una malla fija de
elementos finitos y la segunda mediante el uso de programacion matematica y el analisis de la
estructura en una malla fija de elementos finitos. Ambas metodologias han sido probadas a
través de varios ejemplos demostrandose el mejor funcionamiento de la primera.

A partir de esta metodologia determinista, se ha propuesto una nueva metodologia para
el disefio 6ptimo robusto de topologia considerando la existencia de incertidumbre en la carga
mediante el uso de algoritmos genéticos y el analisis de la estructura mediante una malla fija
de elementos finitos. La incertidumbre en la carga puede presentarse en la magnitud y/o
direccion de la misma, pudiendo ser descrita por cualquier tipo de funcién de distribucién de
probabilidad. La evaluacion de la funcion objetivo se realiza utilizando el método de reduccion
univariable (UDR) combinado con muestreo de cuadratura de tipo Gauss. El objetivo es poder
estimar la suma ponderada del valor medio y la desviacion estandar de la compliance de forma



eficiente y precisa, transformando el problema multidimensional en otro equivalente
deterministico de varios estados de carga. La validez de la técnica ha sido probada a través de
la resolucion de varios ejemplos.



Abstract

Structural optimization has gained an increasing importance during last decades due to
the growing trend on the use of numerical applications in order to automate the design process.
Structural optimization are, in general, divided in three levels: sizing, shape and topology.
Topology optimization is the one that provides the best results because this provides a great
freedom to obtain new and efficient conceptual designs. The aim of topology optimization is to
obtain the best material distribution at a given structural domain.

Traditionally, the problem of topology optimization is dealt in a deterministic manner,
where the design is obtained without explicitly taking into account the different sources of
uncertainty, as: loading, material, geometric and boundary uncertainty, etc. This deterministic
formulation may provide, in many cases, conservative and inefficient designs due to the
fluctuations in the structure performance.

Recent years, to obtain less sensitive, more rational and with greater performance
topologies under real conditions, have taken growing interests in formulations capable of
represent, characterize and propagate uncertainties in the topology optimization process.
Nowadays, there are two main methodologies that consider uncertainties in the topology
optimization. The first is named reliability-based topology optimization and the second is
known as robust topology optimization. This last has become more and more popular in the last
years and it focuses on making the structural design non-sensitive to uncertainty.

The aim of this thesis is to propose a new methodology for the robust topology
optimization of two-dimensional continuum structures. For this purpose, in first place, two
deterministic methodologies have been proposed. The first methodology uses a genetic
algorithm and fixed grid analysis. The second methodology uses mathematical programming
and fixed grid analysis. Both methodologies have been tested by several examples. In all
examples, the first methodology has provided better designs.

From the deterministic methodology, a new method has been proposed for the robust
topology optimization under loading uncertainty using a genetic algorithm and fixed grid
analysis. The uncertainty may occur in the magnitude or applied direction of the load and it can
be described by any probability density function. The univariate reduction method combined
with Gauss-type quadrature sampling is then employed for evaluating the objective function
which estimates the weighted sum of the mean and standard deviation of the compliance. This
fact transforms the robust formulation into one deterministic multiple load case problem. The
validity of this technique is demonstrated on several examples, using different pdf, mean and
standard deviations.
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CAPITULO 1:

INTRODUCCION

En este capitulo se presenta una revision del estado del arte del disefio 6ptimo de topologia
de estructuras continuas prestando una especial atencion al disefio 6ptimo robusto. El disefio
optimo robusto de topologia (Robust Topology Optimization, RTO), basicamente es una
metodologia donde se combina los métodos de optimizacion de topologia y de tratamiento de
la incertidumbre.

En primer lugar se muestra la formulacién y los métodos de optimizacion estructural
desde un punto de vista determinista. A continuacion, se describen con mayor precision el
concepto de disefio 6ptimo robusto junto con otras metodologias no deterministas ya existentes
para tratar el problema de optimizacion bajo incertidumbre.

1.1. Introduccion

El proposito basico de un disefiador es encontrar nuevos disefios que cumpliendo con las
especificaciones requeridas resulten mas eficientes.

Tradicionalmente, la metodologia de disefio ha consistido en un proceso manual basado
en el método de “prueba y error”. Basicamente, el disefiador propone un disefio inicial, analiza
su comportamiento y en funcién de los resultados obtenidos realiza una serie de modificaciones
cumpliendo con las restricciones (p. €j.: seguridad y de disefio) segun los criterios fijados para
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el problema tratado. Sin embargo, en la mayoria de los casos, aunque el disefio obtenido es
mejor, no es Optimo ya que depende de una serie de decisiones subjetivas motivadas por el
conocimiento y experiencia del disefiador tanto en el disefio inicial, como en las modificaciones
realizadas. Por ello, la etapa de disefo se entiende mas como un “arte” que como una técnica.

El aumento en la capacidad computacional de los ordenadores y el desarrollo de nuevos
métodos numéricos han permitido automatizar el proceso de disefio. Para ello, el proceso de
disefio se plantea como un problema de optimizacion matematica. La optimizacion matematica
engloba un conjunto de métodos numéricos enfocados a encontrar la mejor solucion entre una
variedad de disefios, sin la necesidad de evaluar explicitamente todos ellos. Estos métodos, al
igual que el tratamiento tradicional, pueden estar sujetos a consideraciones subjetivas por parte
del disefiador (p. ej.: la definicién del dominio inicial) o sencillamente por la capacidad de
calculo del ordenador. A diferencia de los métodos tradicionales, los cambios realizados sobre
el disefio inicial estdn basados en aspectos matematicos sin necesidad de que el disefiador
requiera un cierto grado de experiencia o conocimiento. En la figura 1.1a se muestra un
esquema del proceso de disefio tradicional. En este se observa como tanto la definicion del
disefio inicial como los cambios realizados sobre este son realizados en base a la experiencia
del disefiador. En la figura 1.1b se muestra el diagrama de flujo del proceso de disefio
automatizado. En este se observa como los cambios se llevan a cabo mediante un ordenador en
base a un criterio matematico.

Disefio inicial  f-------------------- Experiencia Disefio inicial  f-------------------- Experiencia

i
i
ey [T F- Ordenador
(p.€j.: FEM) i

i
i
NN il Seiieiiniiiiite k- Ordenador
(p.ej.: FEM) i

Analisis Analisis

Nuevo disefio [+~ Ordenador

! (criterio matematico)

.~ | . .
Nuevo disefio [ :-- Experiencia

Criterio de
validacion
(p.ej. norma)

Criterio de
validacion
(p.ej. norma)

Manual Automatico E

Disefio inicial Disefio inicial

(@) (b)
Figura 1.1: Proceso de disefio. (a) Tradicional. (b) Automatizado.

1.2. Formulacion del problema de optimizacion

El problema de disefio éptimo se entiende como aquél que busca determinar el valor de
una serie de variables de modo que minimice (o maximice) el valor de una funcion objetivo,
satisfaciendo una serie de restricciones. Matematicamente el problema puede ser formulado
como:
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minimizar f(x)
sujeto a: hj(x) =0 j=1,..,n;
(1.1)
gk(x) =0 k=1,..,nq
donde,

x vector de variables de disefio n,-dimensional
f(x) funcion objetivo
h;(x) restriccion de disefio de igualdad j
Ik (%) restriccion de disefio de desigualdad k
n; namero de restricciones de igualdad
ng namero de restricciones de desigualdad
X; variable de disefio i
x limite inferior de la variable de disefio i
x;P limite superior de la variable de disefio i
N, namero de variables de disefio

Al espacio n-dimensional definido por el vector de variables de disefio x se denomina
espacio de disefio. En general, el espacio de disefio esta dividido en dos: el dominio factible y
el dominio no-factible. EI dominio factible estd constituido por el conjunto de soluciones que
satisfacen todas las restricciones y el dominio no-factible por el conjunto de soluciones donde
se viola alguna de las restricciones.

En un problema de optimizacion se deben de considerar tres aspectos clave: las variables
de disefio, la funcion objetivo y las restricciones de disefio. A continuacion, se describen con
mayor detalle cada uno de ellos.

1.2.1. Variables de disefio

En un problema de disefio, el valor de las variables puede ser fijo o variable. Los
parametros o variables fijas del problema tienen la caracteristica de representar magnitudes
cuyo valor es constante durante todo el disefio y son consecuencia, en general, de una serie de
condiciones impuestas externamente al problema. Por el contrario, las variables del problema
representan magnitudes cuyos valores pueden cambiar al evolucionar el disefio. En el caso méas
general se pueden distinguir cuatro tipos de variables:

1. Propiedades de la seccion de la pieza: area, momentos de inercia y de torsiones, etc.
2. Geometria de la estructura: altura, longitud, etc.

3. Topologia de la estructura: densidad de material, perimetro total, etc.

4. Propiedades de la estructura: médulo de elasticidad, coeficiente de Poisson, etc.

Actualmente, no existen todavia técnicas de optimizacion que consideren eficientemente
los cuatro tipos de variables. Por ello, es habitual establecer como pardmetros las caracteristicas
del material e incluso la topologia de la estructura.
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Por otro lado, las variables de disefio también se pueden clasificar en continuas y
discretas. Las variables continuas pueden tomar cualquier valor dentro de un rango. Por el
contrario, las variables discretas solo pueden tomar valores concretos dentro de dicho rango.
Apuntar que la mayoria de los métodos de optimizacion trabajan con variables continuas.

La correcta eleccion de las variables de disefio es crucial para el proceso de optimizacion,
ya que de esta eleccion depende que: las variables sean consistentes con el modelo de analisis,
las soluciones sean précticas, y sus valores estén adecuadamente condicionados.

1.2.2. Funcién objetivo

La funcidn objetivo es aquella que proporciona un valor que permite evaluar los diferentes
disefios y determinar el mejor de entre todos ellos. Por lo tanto, la funcion objetivo es una
funcion escalar que depende de las variables de disefio, la cual adopta un valor minimo (o
maximo) para el disefio 6ptimo.

En el disefio estructural, es habitual que la funcién objetivo consista en minimizar el peso
de la estructura, ya que las primeras optimizaciones estructurales se realizaron en el campo de
la aerondutica. Esta funcion objetivo, ha sido utilizada en otros campos, puesto que la cantidad
de material en una pieza esta directamente relacionada con el coste de la misma. Sin embargo,
en otros campos, el peso de la estructura juega un papel secundario, teniendo una mayor
relevancia la rigidez estructural, las frecuencias naturales de vibracion, o las cargas criticas
frente a pandeo, etc.

En la mayoria de las optimizaciones se suele considerar un Gnico criterio para definir el
problema de optimizacion (1.1). Sin embargo, existen muchas aplicaciones practicas donde el
disefiador puede desear optimizar simultaneamente dos o mas funciones objetivo. La
optimizacion con méas una funcion objetivo se denomina optimizacion multiobjetivo o
multicriterio. En este, se dice que un punto de disefio en el espacio de disefio factible es un
Optimo de Pareto si no existe ningun otro punto en el espacio factible que reduzca alguna de las
funciones objetivos sin aumentar otra. En Standler (1984) y Arora (2012) se presentan algunos
de los distintos métodos de optimizacion multiobjetivo (método de la suma ponderada, método
min-max ponderado, algoritmos genéticos, método de programacion objetivo, etc.).

1.2.3. Restricciones de disefio

Los problemas de optimizacion estructural desde un punto de vista practico, deben de
ser formulados como problemas restringidos, de modo que los disefios deben satisfacer una
serie de limitaciones para que puedan ser considerados como validos.

Las restricciones se pueden agrupar en restricciones de igualdad y restricciones de
desigualdad. Las restricciones de igualdad suelen estar asociadas a las relaciones que establecen
el comportamiento de la estructura: ecuaciones de equilibrio, ecuaciones de compatibilidad, ley
de comportamiento de material, etc. Sin embargo, las restricciones de desigualdad suelen estar
asociadas con limitaciones impuestas a la respuesta estructural: tensiones, desplazamientos
maximos, frecuencias naturales de vibracion, etc.
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1.3. Tipos de optimizacion estructural

El problema de optimizacion estructural se puede abordar usando diferentes técnicas,
dependiendo de cuales sean las variables a utilizar. De los cuatro tipos de variables mencionadas
en el apartado 1.2.1, las propiedades constitutivas suelen considerarse como parametros, siendo
fijadas inicialmente por el disefiador. Por lo que las variables de disefio mas frecuentes son: las
propiedades de la seccidn, la geometria y la topologia de la estructura.

Atendiendo al tipo de variable considerada, el problema de optimizacion estructural se
puede clasificar como optimizacion de: tamafio, forma y topologia.

1.3.1. Optimizacion de tamafio

En la optimizacion de tamafio (o de propiedades) de estructuras discretas o de barras, las
variables de disefio estan relacionadas con propiedades geométricas de la seccion transversal
de los elementos que constituyen la estructura (&rea de las barras, momentos de inercia, etc.).
Técnicas de programacion matematica (Zhou y Rozvany, 1996), criterios de optimalidad
(Schmit y Miura, 1976) y métodos heuristicos (Xie y Steven, 1997) han sido ampliamente
utilizados para resolver este tipo de problemas.

En el caso de estructuras continuas, las variables de disefio suelen ser los espesores de los
elementos. Técnicas de programacion matematica y métodos heuristicos como algoritmos
genéticos (Osyczka, 2002), entre otros, han sido extensamente empleados para resolver el
problema de optimizacion.

1.3.2. Optimizacion de forma

En la optimizacion de forma (o de geometria), las variables de disefio estan asociadas a
propiedades que controlan la geometria de la estructura. La variacion del contorno de la
estructura puede necesitar de un modelo de analisis que se adapte de acuerdo con el proceso de
optimizacion.

1.3.3. Optimizacion de topologia

Un factor que es crucial para alcanzar un disefio éptimo es la topologia de la estructura.
La optimizacion de topologia es un proceso mediante el cual se determina la conectividad,
forma y localizacion de cavidades en el disefio, permitiendo mayor libertad que la optimizacion
de tamafio y forma. Por ello, esta optimizacion se puede considerar como una etapa preliminar
o conceptual dentro del proceso de disefio, donde los cambios realizados en ocasiones, afectan
significativamente al rendimiento del disefio.

La optimizacion de topologia ha experimentado una répida expansion en las Gltimas tres
décadas tanto en la investigacién y el desarrollo de nuevas metodologias como en el nimero de
aplicaciones industriales. También, el alcance préactico de este tipo de optimizacion ha sido
aplicado a otras areas como: transferencia de calor, acustica, aeroelasticidad, flujo de fluidos,
disefio de materiales, etc.
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Una revision actualizada sobre los métodos utilizados en optimizacién de topologia
estructural puede encontrarse en Rozvany (2009), Rozvany y Lewinski (2013) y Deaton y
Grandhi (2014).

1.4. Métodos de optimizacidn de estructuras continuas

A continuacion se describe brevemente los diferentes métodos y técnicas que establecen
el actual marco de optimizacion de estructuras continuas.

1.4.1. Programacion matematica

La programacion matematica (Mathematical Programming, MP) son un conjunto de
técnicas que tratan de buscar la solucion del problema (1.1) mediante el uso de métodos
numéricos de forma que un conjunto de variables de disefio minimice o maximice la funcién
objetivo satisfaciendo las restricciones impuestas. Estos métodos estan basados en encontrar
una direccion de movimiento a partir de la informacion del gradiente. El procedimiento
comienza con una estimacion inicial del conjunto de las variables de disefio, e ir actualizando
iterativamente dichas variables a partir de la direccion d y del paso «, segun la Ec. (1.2). La
bdsqueda termina cuando no se puede mejorar mas el valor de la funcién objetivo sin violar
alguna de las restricciones (Arora, 1989).

xkK1 = xk + ad (1.2)

Los problemas de programacién matematica se pueden clasificar en varias categorias
dependiendo de la naturaleza y la forma de las variables de disefio (programacién continua,
entera o discreta). EI problema se dice que es de programacion continua cuando las variables
pueden adoptar cualquier valor, de programacion entera cuando las variables solo pueden
adoptar valores enteros y de programacion discreta cuando las variables solo pueden adoptar
valores enteros dentro de una gama predefinida.

Otra clasificacion se puede realizar en base a la linealidad de las funciones. Si la funcién
objetivo y las restricciones son funciones lineales, el problema se denomina de programacion
lineal. Los métodos de programacion lineal como el método simplex son sencillos de
implementar. En cambio, si la funcion objetivo o cualquiera de las restricciones es una funcién
no lineal, el problema se denomina de programacion no lineal. Los problemas de programacion
no lineal pueden ser aproximados a problemas lineales mediante el uso de la programacion
lineal secuencial.

Estos métodos son extensamente utilizados, siendo aplicados en muchos campos de la
ingenieria. Una revision completa acerca del estudio y del uso de la programacion matematica
en optimizacion estructural puede encontrarse en Haftka y Gurdal (1992) y Arora (2012).

1.4.2. Criterio de optimalidad

Los criterios de optimalidad (Optimality Criteria, OC) estan basados en las condiciones
que una funcién debe satisfacer en el dptimo. Los métodos OC pueden proporcionar soluciones
a problemas especificos, donde la solucion puede encontrarse por medio de criterios que se sabe
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(o se cree) que son apropiados para el problema tratado (Rozvany, 1989). Estos métodos son
mas eficientes que los métodos de programacion matematica pero son menos generales.

Uno de los primeros OC fue el concepto de disefio totalmente tensionado (Fully Stressed
Design, FSD), el cual tiene un claro concepto fisico. El algoritmo FSD propuesto por Hinton y
Sienz (1995), esta basado en eliminar aquellas regiones para los cuales el valor de la tension es
inferior al establecido por un valor de corte. De esta manera, cada region de la estructura soporta
la tension maxima admisible al menos en uno de los estados de cargas especificados. La
principal caracteristica del método FSD es la ausencia de una funcién objetivo, por lo que no
se puede asegurar que la solucién obtenida converja a un minimo. Ademas, un disefio FSD no
es Unico para diferentes estados de carga. Por tanto, un algoritmo FSD puede llevar a una
solucion Gptima en ciertos casos, pero lo mas normal es que lleve a soluciones no optimas o
incluso a no encontrar una solucion.

Apuntar que han ido surgiendo diferentes metodologias que intentan mejorar la eficiencia
del procedimiento: CFS (Constant-weight Fully Stressed) y VCFS (Variable element dimension
Constant-weight Fully Stressed) propuestos por Lin'y Chao (2001), y PBO (Performance Based
Optimization) y PBOC (Performance Based Optimality Criteria) desarrollados por Liang y
Steven (2002).

1.4.3. Método de homogeneizacion

La implementacién del método de homogeneizacion en optimizacion estructural fue
realizada por Bendsge y Kikuchi (1988). Este método resuelve el problema de distribucion de
material en optimizacion de topologia combinando el concepto de microestructura con la teoria
de homogeneizacion (Sanchez-Palencia, 1980). Para ello, el volumen que ocupa la estructura
se divide mediante una malla fija de elementos finitos de pequefio tamafio originando un
material compuesto de porosidad variable. El objetivo del método se centra en determinar la
microestructura de cada uno de los elementos, de forma que se minimice el peso y se maximice
la rigidez de la estructura.

Existen diferentes tipos de microestructuras o celdas base. Estas se pueden dividir en dos
categorias: células de material dispuestas en capas (Avellaneda, 1987) y micro-células con
agujeros internos (Eschenauer y Olhoff, 2001).

Las estructuras optimizadas con el método de homogeneizacidn originan disefios dptimos
con grandes cantidades de areas porosas, lo cual no resulta practico para la mayoria de las
aplicaciones en ingenieria (Rozvany et al., 1995).

1.4.4. Meétodo de distribucion de material sin homogeneizacién

Existe otro conjunto de métodos que resuelven la distribucién de material sin tener que
recurrir a un modelo de microestructuras. Estos métodos se apoyan en el concepto de material
artificial y en estos se usa una densidad artificial como variable de disefio para indicar la fase
dentro de cada elemento. El valor O indica fase vacia y el valor 1 indica fase sélida. Estos
métodos utilizan una penalizacion para convertir el problema de optimizacion de topologia en
uno de tamafio sobre un dominio fijo. El principal inconveniente radica en el nimero de
variables de disefio, el cual resulta de ser muy elevado (una por cada elemento finito).
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El método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) es la técnica mas comdn y
extendida dentro de los métodos basados en un material artificial (Bendsge, 1989). EI método
utiliza la densidad relativa como variable de disefio, la cual es penalizada mediante una relacion
no lineal entre la densidad y la rigidez, atendiendo a una ley de interpolacion:

E(pe) = Emin + (EO - Emin)pep (13)

donde p, es la densidad del elemento e, E, Y E,in, SON €l modulos de Young de la fase sélida y
vacia respectivamente y p > 1 es el factor de penalizacion usado para asegurar soluciones del
tipo 0 6 1. En estructuras continuas, un valor frecuente para el factor de penalizacion suele ser
3.

Los dos principales inconvenientes del método SIMP al aplicarse a estructuras continuas
son: soluciones dependientes de la malla y soluciones en tablero de ajedrez (Sigmund y
Peterson, 1998). Las soluciones dependientes de la malla tienen que ver con la obtencion de
diferentes topologias al variar el tamafio de la malla para el mismo dominio de disefio. Las
soluciones en tablero de ajedrez son regiones donde los elemento cambian de fase vacia a solida
de forma consecutiva. Una técnica para evitar estos dos problemas es utilizar filtros de la
densidad o sensibilidad (Bendsge y Sigmund, 2003; Lazarov et al., 2011). El inconveniente de
los filtros es la formacidn de regiones con densidades intermedias, lo cual no tiene sentido desde
un punto de vista de fabricacion. Para superar este efecto se han aplicado métodos de proyeccion
que transforman las densidades intermedias a 1 0 0 (Guest et al., 2004; 2011; Wang et al., 2011,
Lazarov et al., 2011).

Stolpe y Svanberg (2001) proponen una ley de interpolacion alternativa conocida como
RAMP (Rational Approximation of Material Properties):

Pe
E . y)——"¢
min) T q(1-p.)

donde q es el pardmetro de penalizacion. Una caracteristica importante del método RAMP
frente al método SIMP es que no tiene sensibilidad (derivada de E con respecto a p) nula para
densidad nula.

E(pe) = Emin + (Eo - (1.4)
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Burns (2005) propone una ley de interpolacion conocida como SINH. EI método SINH
es la funcion invertida de la ley propuesta por (Bendsge, 1989). En la Figura 1.2 se puede
observar una comparacion entre las leyes de interpolacion de SIMP, RAMP y SINH, donde p
es la variable densidad, p el pardmetro de penalizacion para SIMP y SINH, y g el parametro de
penalizacion para RAMP.

1.4.5. Métodos Hard-Kill

Los métodos Hard-Kill (HK) estan basados en la eliminacion o adicién gradual de
material en el dominio de disefio en base a un criterio heuristico, el cual normalmente no esta
basado en sensibilidad. Estos métodos son mucho mas intuitivos y faciles de implementar que
los métodos de homogeneizacion y de distribucién de material. EI método hard-kill mas
conocido es el método de optimizacion estructural evolucionaria (Evolutionary Structural
Optimization, ESO) inicialmente desarrollado por Xie y Steven (1993). A continuacion, se
describen algunos de los diferentes métodos que han surgido a partir del método ESO. Una
revision completa de estos métodos puede ser encontrada en Huang y Xie (2010).

1.45.1. Optimizacion estructural evolucionaria

El método ESO (Xie y Steven, 1997) originalmente solo permitia la eliminacion de una
pequefia cantidad de material en cada iteracion y estaba basado en el concepto de que un
elemento estructural es eficiente cuando la tensiones son practicamente uniforme para un nivel
de seguridad. Es decir, que aquellas regiones que presentan una tension (generalmente la de
von Mises) inferior resultan ser ineficiente, y por lo tanto son eliminadas segun:

(e
oym < RR; oy3* (1.5)
donde a‘gﬁf es la tension de von Mises en el elemento e, oynd® es la tension méxima de von
Mises en la estructura y RR; es un ratio de rechazo para la iteracion i.

Versiones recientes utilizan un procedimiento en dos etapas, para mejorar los resultados
de la version original de ESO (Edwards et al., 2007).

1.45.2. Optimizacion estructural evolucionaria aditiva

A diferencia del método ESO donde los elementos son eliminados en aquellas zonas que
no son necesarios, en el método de optimizacion estructural evolucionaria aditiva (Additive
Evolutionary Structural Optimization, AESO) incorpora elementos a la estructura en aquellas
regiones en las que son necesarios (Querin et al., 2000).

1.453. Optimizacion estructural evolucionaria bidireccional

Con el proposito de mejorar tanto la eficiencia como la eficacia del método ESO, surge
el método de optimizacion estructural evolucionaria bidireccional (Bi-directional Evolutionary
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Structural Optimization, BESO). En el método BESO se combinan los métodos ESO y AESO,
con el objeto de que trabajen de forma conjunta, permitiendo eliminar o afiadir elementos segun
sea requerido (Young et al., 1999).

1.454. Optimizacion estructural evolucionaria morfologica

En ocasiones, el espesor es una de las variables a optimizar en una estructura. EI método
ESO no esta capacitado para incluir esta variable, ya que en su formulacién basica el elemento
solo puede estar presente 0 no. Sin embargo, si en vez de utilizar un esquema binario, se define
el elemento mediante un conjunto de variables mayor. La eliminacion del elemento se realiza
de una forma mas gradual en vez de producirse de forma completa (Querin et al., 1999).

1.455. Optimizacion estructural evolucionaria en grupo

La optimizacién estructural evolucionaria en grupo optimiza conjuntos estructurales lo
que proporciona: el nimero de componentes, la situacién y los espesores (o alturas) 6ptimos
(Lencus et al., 2002).

1.4.5.6. Optimizacion estructural evolucionaria con algoritmos genéticos

La optimizacion estructural evolucionaria con algoritmos genéticos (Genetic
Evolutionary Structural Optimization, GESO) es un método en el cual se combinan los
algoritmos genéticos (Genetic Algorithm, GA) con el método ESO (Liu et al., 2008). La
principal caracteristica en este método, es que cada elemento del dominio de disefio se trata
como un individuo del algoritmo genético.

1.45.7. Creacidn inteligente de cavidades

Kim et al. (2000) proponen la creacion inteligente de cavidades (Intelligent Cavity
Creation, ICC), donde las soluciones en tablero de ajedrez pueden ser eliminadas controlando
el nimero y la escala de las cavidades en la topologia final. EI método ICC elimina una pequefia
cantidad de material en cada iteracion. En primer lugar se elimina los elementos situados en el
contorno y a continuacién los elementos interiores atendiendo al valor del indice ICC.

1.4.6. Adaptatividad inversa

El método de adaptatividad inversa (Reverse Adaptativity, RA) combina una malla de
elementos finitos adaptativa con el método ESO (Reynolds et al., 1999). A diferencia del
método ESO, en el método RA los elementos de menor tension no son eliminados directamente
de la estructura.

En el método RA, la estructura inicial y la optimizada se definen a partir de una malla de
elementos finitos. Mediante el analisis de la estructura se obtiene la distribucién de tensiones
de von Mises en los elementos de la malla. Los elementos con una tensién inferior o igual a una
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tension de referencia son divididos, aumentando la precision en estas regiones. Tras el
refinamiento de los elementos, la estructura se reanaliza y los elementos con tensiones por
debajo de la tension de referencia son ahora eliminados. Por este motivo, el método es
denominado adaptatividad inversa, ya que a diferencia de lo que ocurre en la adaptatividad
convencional donde el refinamiento de malla ocurre en las zonas de altas tensiones, en este
método el refinamiento de la malla se realiza en zonas de baja tension.

1.4.7. Translacion de material evolucionaria

La translacion de material evolucionaria (Evolutionary Material Translation, EMT) es
un método basado en el método RA combinado con métodos de adiccion de material (Reynolds
etal., 2001).

El método se basa en eliminar aquellos elementos donde se obtienen niveles de tension
inferior a un valor de referencia y afiadir elementos donde se obtienen tensiones superiores a
otro nivel de referencia. Este método, en primer lugar elimina material siguiendo el método
RA. A continuacion, se realiza un nuevo andlisis y se afiaden elementos en aquellas zonas con
una tension elevada.

1.4.8. Métodos basados en crecimiento biologico

El estudio de las estructuras bioldgicas (huesos, arboles, cuernos, etc.) revela que existe
una fuerza impulsora que conduce el crecimiento de estas estructuras hacia estados de tension
constante (axiom of constant stress).

A partir de estas observaciones, Mattheck y Burkhardt (1990) propusieron un método
para la optimizacion de forma denominado optimizacién asistida por ordenador (Computer
Aided Optimization, CAQ). Los autores observaron que p.ej.: los arboles ajustan su crecimiento
de modo que la tension su contorno esté igualmente distribuida. Para ello, los elementos con un
nivel de tension elevado aumentan su volumen (swelling) simulando con ello la agregacion de
material. Mientras que los elementos con niveles de tensién bajo ven disminuir su volumen
(shrinkage) representando la sustraccién de material. Las estructuras obtenidas con CAO no
muestran picos de tensiones (Cervera, 2003).

Baumgartnert et al. (1992) propusieron otro método de optimizacion de estructuras
basado en la mineralizacion de los huesos, en el cual las zonas de tension elevada conducen a
un grado de mineralizacion mayor que las zonas de menor tension. En este método se modifica
el médulo de Young de manera que los elementos con tensiones mayores aumentan su médulo
de Young mientras que los elementos sujetos a una tension menor lo ven reducido.

1.4.9. Meétodo de la burbuja

Eschennauer y Schumacher (1994) proponen un método de optimizacion de topologia
denominado método de la burbuja (Bubble method). El procedimiento se basa en introducir
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pequefias burbujas (cavidades o huecos) en aquellas zonas donde el nivel de tensiones es
reducido.

El principal inconveniente de este método reside en implementar un algoritmo que
obtenga eficazmente el nimero y la posicion de las burbujas. Los autores destacan que el
método es atractivo desde el punto de vista de fabricacidn, ya que se genera disefios con
geometrias muy suavizadas.

1.4.10. Optimizacion con isolineas

Las isolineas son lineas que unen puntos en los cuales un cierto criterio presenta el mismo
valor. Por lo que, el valor de ese criterio permanece constante segiin nos movemos a lo largo
de la misma.

Victoria et al. (2009) proponen un procedimiento, denominado disefio de topologia con
isolineas (lIsolines Topology Design, ITD), con el que relacionan la forma y topologia de
estructuras continuas bidimensionales con las isolineas del criterio estructural deseado (tension
equivalente de von Mises, energia de deformacion, etc.). El procedimiento elimina material y
afiade y/o redistribuye el mismo en aquellas zonas en las que el criterio seleccionado supera la
isolinea de un cierto nivel. Una version mas actual, utiliza el método de elementos finitos
extendido (eXtended Finite Element Method, X-FEM) en lugar de una malla fija de elementos
finitos (Fixed Grid-Finite Element Method, FG-FEM) (Abdi et al., 2014).

1.4.11. Optimizacion de topologia basada en forma

Los métodos de variacion de contorno son basicamente métodos de optimizacion de
forma a los que se les incorpora alguna técnica de creacién de cavidades. En estos, el contorno
de la geometria se puede representar de forma paramétrica o de forma implicita. La forma
paramétrica representa las coordenadas de un punto por medio de funciones explicitas de un
parametro independiente. En cambio, en la forma implicita se establece una relacion implicita
entre las coordenadas. En la literatura, podemos encontrar dos métodos que utilizan funciones
implicitas para definir el contorno: el método de las curvas de nivel y el método de campo de
fase (Dijk et al., 2013, Chen, 2012).

1.4.11.1. Representacion paramétrica

En los primeros trabajos se utilizaban las coordenadas de los nodos del contorno de los
elementos finitos como variables de disefio (Zienkiewicz y Campbell, 1997). El problema
asociado con esta metodologia es que el nimero de variables de disefio puede ser muy grande,
lo que puede suponer un elevado coste computacional, asi como a generar formas no realistas
e impracticables. Una alternativa es utilizar polinomios para describir los contornos,
utilizandose como variables de disefio los coeficientes del polinomio (Francavilla et al., 1975).
El uso de polinomios de alto orden puede reducir considerablemente el nimero total de
variables pero puede originar contornos oscilatorios debido a inestabilidades numéricas (Ding,
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1986). Este problema puede ser evitado utilizando funciones del tipo B-spline, cuya geometria
se define mediante poligonos de control cuyos vértices (puntos de control) son utilizados como
variables de disefio (Tang y Chang, 2001). Mas recientemente, funciones B-spline racionales
no uniformes (Non-Uniform Rational B-Splines, NURBS) se han utilizado en optimizacién de
forma debido a su mayor flexibilidad, lo cual permite obtener geometrias no definibles usando
B-spline como: circulos o elipses (Cervera y Trevelyan, 2005).

1.4.11.2. Representacion implicita,
A. Método de las curvas de nivel.

El método de las curvas de nivel (Level Set Method, LSM) ha sido tradicionalmente
utilizado para modelar problemas de superficie libre. EI método fue originalmente desarrollado
como una herramienta matematica para modelar el movimiento entre caras (Sethian, 1999).

Este método representa la estructura mediante una funcion escalar de alto orden (funcion
de curva de nivel) cuyo curva de nivel cero (o contorno) coincide con la topologia de la
estructura. La optimizacion estructural se lleva a cabo permitiendo una variacion de la funcion
de la curva de nivel con el tiempo (t). Segun esta, el contorno se define como:

S(t) ={x(t):(x(t),t) =k} (1.6)

donde @ es la funcion de curva de nivel correspondiente a un valor de contorno k y x es el
conjunto de puntos en el contorno de la estructura. Dicha funcién divide el dominio de la
estructura en tres regiones (Ec. 1.7)

o(x()>0 : x(t)e 0
<D(x(t)) =0 : x(t) € N .7
o(x(®)) <0 : x(HH g 0

donde 2 representa el dominio de disefio de la estructura y d12 el contorno (figura 1.3).

La ecuacion de Hamilton-Jacobi se obtiene diferenciando la Ec. 1.6 de nivel cero.

oD
—+Vd-V(x)=0 (1.8)
ot

Para obtener el contorno estructural 6ptimo, la ecuacion de Hamilton-Jacobi se resuelve
de forma iterativa.

Una limitacion de este método es la imposibilidad de crear nuevas cavidades, ya que la
formulacién solo permite cambios en la forma del contorno pero no en la topologia. Para superar
esta dificultad se han propuesto diferentes estrategias que permiten incluir la derivada
topoldgica en el método de las curvas de nivel (Burger y Stainko, 2004; Allaire y Jouve, 2006;
Heetal., 2007). La derivada topologica representa el cambio de la funcidn objetivo con respecto
a la insercion de una pequefia cavidad, permitiendo la nucleacion de nuevas cavidades en
cualquier region del dominio de disefio (Dunning y Kim; 2013).
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Una revision méas exhaustiva sobre LSM se puede encontrar en Burger y Osher (2005) y
en van Dijk et al. (2013)

(@) (b)

Figura 1.3: Curvas de nivel (Luo et al.; 2012). (a) Topologia 2D. (b) Correspondiente funcién de
curva de nivel.

B. Meétodo de campo de fase

El método de campo de fase (Phase-Field Method, PFM) est& basado en representar la
dindmica que ocurre en las transiciones de fase (p.ej.: s6lido-liquido) (Chen, 2002). Este método
fue aplicado por primera vez a la optimizacion de topologia por Bourdin y Chambolle (2003).
En este método se utiliza una funcién de campo de fase @ para especificar la separacion del
dominio de disefio en dos fases A y B. La region del contorno entre fases es una region que
varia su espesor ¢ de forma continua (ver figura 1.4). Estas regiones delimitan la topologia de
la estructura obteniéndose la topologia éptima mediante ecuaciones de evolucion dinamica de
la funcion de campo de fase.

? 4 Phase B

B /'—
Phase A /

Edge of diffuse ol

interface region Y
-
g
Center of diffuse interface region Diffuse interface

(a) (b)
Figura 1.4: Funciones de campo de fase (Takezawa et al., 2010). (a) 2-D. (b) 1-D.

1.4.12. Recocido simulado

El recocido simulado (Simulated Annealing, SA) es un método estocastico cuya idea
proviene de la fisica estadistica. Este método intenta reproducir el procedimiento fisico de un
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recocido controlado de un metal. El proceso conlleva el calentamiento de un sélido (o liquido)
para posteriormente ser enfriado hasta cristalizar en una estructura perfecta. Si el enfriamiento
es lo suficientemente lento, las moléculas se organizan de forma que su nivel de energia se
corresponda con un minimo global. Por el contrario, si el proceso se realiza de forma rapida, el
nivel de energia que se alcanza corresponde con un minimo local.

La idea de que este proceso fisico pudiera ser utilizado para resolver problemas de
optimizacion estructural fue propuesta de forma independiente por Kirkpatrick et al. (1983) y
Cerny (1985). EI método consiste en generar aleatoriamente un disefio y evaluar su funcion
objetivo, de modo que, si el disefio resulta no factible se descarta y se genera un nuevo disefio.
Si el disefio es factible y la funcion objetivo proporciona un resultado mejor que el mejor
resultado obtenido hasta ese momento, se conserva el disefio. Si el disefio es factible pero la
funcidn objetivo proporciona un resultado peor al mejor resultado guardado hasta ese momento,
el disefio se acepta o descarta en funcion de un criterio probabilistico de aceptacion.

El método SA ha sido ampliamente utilizado en problemas de optimizacion de estructuras
debido a su simplicidad y facilidad para obtener el 6ptimo global, incluso en casos donde el
namero de variables de disefio es elevado.

1.4.13. Optimizacion por enjambre de particulas

La optimizacion por enjambre de particulas (Particle Swarm Optimization, PSO) es un
método estocastico que estd basado en el comportamiento social de algunas especies como:
bandada de péjaros, enjambre de insectos, banco de peces, etc. Este método fue propuesto por
Kennedy (1995) y aplicado por primera vez a la optimizacion de topologia de estructuras por
Fourie y Groenwold (2001).

Este método imita el comportamiento social donde un individuo intercambia con los mas
préximos su posicién, su velocidad y su bienestar (local), intentando con ello, que el grupo
tienda a moverse a regiones de mayor bienestar (global).

A pesar de ser una técnica muy simple y necesitar pocos parametros de ajuste, la PSO
puede presentar el inconveniente de una convergencia prematura.

1.4.14. Optimizacion por colonia de hormigas

El método de optimizacion por colonia de hormigas (Ant Colony Optimization, ACO)
pretende imitar el comportamiento natural de las colonias de hormigas, abejas o avispas (Camp
y Bichon 2004). Las colonias estan formadas por individuos que desarrollan diferentes tareas
como: la busqueda de comida, la construccion, la defensa, etc. Cada individuo debe realizar su
tarea interactuando con el resto de la poblacion de tal forma de que si dicho individuo no es
capaz de realizar su tarea, la colonia si la realizara.

1.4.15. Algoritmos evolutivos

Los algoritmos evolutivos surgen como consecuencia de los inconvenientes y
limitaciones de la MP y los OC al ser aplicados a problemas complejos con un alto nimero de
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variables. Las técnicas de optimizacion clasicas requieren de funciones continuas y derivables,
lo cual no es siempre posible en problemas de optimizacion estructural.

Los algoritmos evolutivos tratan de mimetizar los fendbmenos naturales y los procesos
fisicos de la evolucidon presentada por Darwin, donde se preservan las diferencias individuales
favorables y se erradican las perjudiciales. En resumen, la supervivencia del mas apto. Bajo
esta denominacion se engloban los métodos conocidos como: programacion evolutiva
(Evolutionary Programming, EP), estrategias evolutivas (Evolutionary Strategies, ES),
algoritmos genéticos (Genetic Algorithm, GA), y programacion genética (Genetic
Programming, GP). La idea basica comun a las diferentes estrategias es la misma, consistente
en evolucionar una poblacion de individuos (candidatos a ser solucion de un problema
conocido) utilizando operadores inspirados en la seleccion natural y en la variacion genética
(cruce, recombinacién, y mutacion). Durante estas operaciones, los mejores candidatos son
elegidos para formar parte de la siguiente generacion, descartando los menos aptos.

1.4.15.1.  Programacion evolutiva

El método de EP fue concebido por Fogel (1962) y posteriormente revisado por su hijo
(Fogel, 1992). El interés de Fogel se concentro en la simulacion del comportamiento inteligente
(machine learning) empleando para ello maquinas FSM (Finite State Machines) capaces de
aprender una secuencia de simbolos para predecir los siguientes. El procedimiento establece
como principal operador de busqueda la mutacion Gaussiana.

1.4.15.2. Estrategias evolutivas

El método ES fue desarrollado por Rechenberg (1965). A diferencia del resto de
algoritmos evolutivos, el método ES fue concebido como un procedimiento para la
optimizacion numérica. EI método ES permite incorporar en su algoritmo los siguientes
operadores: recombinacién, mutacion y seleccion.

1.4.15.3. Algoritmo genético

Los principios basicos de los GA fueron establecidos por Holland (1975) y estan basados
en la evolucién de los seres vivos. Es decir, que una poblacion de individuos evoluciona de
acuerdo a los principios de seleccién natural (postulados de Darwin, (1859)) y supervivencia
del mas fuerte. A diferencia de ES y EP, en los GA se evoluciona el genotipo y no el fenotipo.
El operador principal en un GA es la recombinacion (o cruce), siendo la mutacién un operador
secundario.

1.4.15.4. Programacion genética

La GP fue derivada de los algoritmos genéticos y propuesta por Koza (1992). En éstos,
los individuos que componen la poblacion son programas ejecutables organizados en forma de
arboles sintacticos. El proceso de optimizacion comienza con la definicion de las funciones
necesarias para realizar el programa. A continuacidn, se genera una poblacién inicial de arboles
que utilizan estas funciones. Sobre esta poblacion se aplican los operadores: seleccién, cruce, y
mutacion. El operador cruce funciona intercambiando subarboles entre distintas soluciones, la
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mutacion modifica de forma aleatoria alguno de los nodos, y para la seleccién de los individuos
que sobreviven a la siguiente generacion se utiliza una funcién de evaluaciéon que comprueba
los resultados obtenidos.

1.4.16. Método basado en division celular

Mas recientemente, Kobayashi (2010) desarrollo un nuevo método de optimizacion de
topologia inspirado en la division celular. Este método se sirve de sistemas de mapas (map
system) y de los GA para alcanzar la solucion. Un mapa se define como un conjunto finito de
regiones delimitadas por unas lineas de contorno. Esta configuracion es analoga a la disposicion
celular, donde las regiones representan a las células y las lineas de contorno a la pared celular.
A partir de una serie de reglas sobre el proceso de mapeado, se determina la topologia de la
estructura. La optimizacion se lleva a cabo mediante un GA donde el mapeado se codifica
mediante una representacion binaria.

1.4.17. Discusion de los métodos de optimizacion

En la actualidad existen tres grandes aproximaciones para la resolucion del problema de
optimizacion planteado en la Ec. (1.1): métodos directos, métodos formales, y métodos
heuristicos.

Los métodos directos (ESO, AESO, BESO, ICC, RA, OC, etc.) tratan de obtener un
disefio: (1) que satisfaga un criterio especifico; y (2) que a su vez cumpla con el objetivo
buscado. Dicho criterio puede ser intuitivo o deducido mateméaticamente de las caracteristicas
particulares del problema. Estos métodos no se pueden generalizar, ya que dependen de la
configuracion del problema, pero suelen ser mas efectivos que los métodos formales.

Los métodos formales (MP), tratan de formular matematicamente el problema en lugar
de basarse en aspectos fisicos del mismo. Estos métodos son capaces de resolver problemas
generales. El gran inconveniente es que requieren informacion que no siempre esta disponible
0 es muy complicada de obtener. Otro inconveniente de estos métodos es que el éptimo global
no se puede garantizar ya que la solucion depende de la posicion de partida, lo que puede llevar
a encontrar un minimo local en vez de un minimo global.

Los métodos heuristicos (PSO, ACO, SA, ES, EP, GP, GA), a diferencia de los métodos
formales, no siguen un esquema de busqueda prestablecido. Aungue estos métodos tienden a
buscar el 6ptimo global, no se puede garantizar que la solucién encontrada lo sea, por lo que es
necesario ejecutar el algoritmo varias veces para tener la certeza de que la solucion encontrada
es un optimo global.

Destacar que durante los Gltimos afios, se ha experimentado un gran avance en el campo
de la optimizacion de estructuras con la aparicion de: nuevos enfoques, nuevas aplicaciones, y
métodos mas rigurosos incorporando nuevas restricciones como: restricciones de tension, de
fabricacion, etc.
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1.5. Optimizacién bajo incertidumbre

El problema de optimizacion estructural, tradicionalmente, se ha abordado desde un punto
de vista determinista, sin considerar las fuentes de incertidumbre presentes en la realidad que
intervienen en el problema. En una optimizacion estructural, las incertidumbres pueden
presentarse por: imperfecciones en el proceso de fabricacion, variabilidad en las propiedades
del material, o condiciones de cargas desconocidas.

Tradicionalmente, el efecto de las incertidumbres se ha introducido en el proceso de
disefio utilizando hipdtesis y criterios ingenieriles que permiten tratar el problema de forma
determinista.

e Con el uso de hipotesis se obtiene un modelo simplificado donde las variables y/o
pardmetros de disefio son caracterizados con certeza a sus valores medios o extremos.
Sin embargo, las soluciones dptimas alcanzadas mediante este enfoque, tienen un
comportamiento éptimo solo bajo condiciones operativas cercanas a las fijadas en el
proceso de optimizacion, pudiendo empeorar en gran medida cuando las condiciones
se alejan de las de disefio.

e Con el uso de criterios ingenieriles, tales como los factores de seguridad, se pueden
obtener soluciones demasiado conservadoras o incluso incoherentes debido a la falta
de conocimiento de la dispersién que puede originarse en el rendimiento de la
estructura.

En los dltimos afios, la necesidad de incorporar las incertidumbres de las variables
involucradas en el proceso de disefio, ha estimulado el interés hacia formulaciones de disefio
capaces de incluir explicitamente aquellas fuentes de incertidumbre que pueden provocar
cambios significativos: en la respuesta de la estructura, en la robustez, y en la fiabilidad del
disefio final. Dichas formulaciones se conocen como problema de optimizacion bajo
incertidumbre (Optimization Under Uncertainty, OUU).

Al considerar fuentes de incertidumbre en el problema (1.1), este se puede reformular
como:

minimizar  f(x,z)

sujeto a: hij(x,z) =0 j=1,..,n
(1.9)

gk(x,Z) 2 0 k = 1, ""nd

xiinf < X; < xisup = 1' vy Ny

donde x es el espacio de disefio, y z representa el vector que contiene las incertidumbres
asociadas a cada variable y/o parametro. Como se observa en la Ec. 1.9, las fuentes de
incertidumbre afectan tanto a la funcion objetivo como a las restricciones.

La formulacion del problema de optimizacién estructural bajo incertidumbre esta
estrechamente relacionado con el modelado de la incertidumbre. Basicamente se distinguen dos
formulaciones: no-probabilisticas y probabilisticas. En las formulaciones no-probabilisticas,
no se dispone de informacién suficiente para caracterizar las incertidumbres por medio de
funciones de densidad de probabilidad (probability density function, pdf). Por ello, la
incertidumbre se modela mediante conjuntos convexos (Pantelides y Ganzerli, 1998) o
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conjuntos difusos (Sakawa, 1993). El disefio éptimo se obtiene utilizando una estrategia anti-
optimizacion (también llamada enfoque min-max o analisis del peor caso) (McWilliams, 2000).
En el caso de formulaciones probabilisticas (0 estocasticas), se sirven de una pdf para
caracterizar la incertidumbre. Actualmente, se distinguen dos tipos de formulaciones
estocésticas dependiendo de las funciones que se ven afectadas por la incertidumbre: Disefio
Optimo Basado en Fiabilidad (Reliability-Based Design Optimization, RBDO) donde el efecto
de las incertidumbres es cuantitativamente expresado mediante probabilidades de fallo
(Frangopol y Maute, 2004; Qiu et al., 2013) y el Disefio Optimo Robusto (Robust Design
Optimization, RDO), en el cual se buscan soluciones que sean poco sensibles ante la presencia
de las incertidumbres (Schuéller y Jensen, 2008; Lee et al., 2010).

1.5.1. Disefio 6ptimo basado en fiabilidad

En el RBDO, el problema de optimizacion se formula como la minimizaciéon de una
funcién objetivo determinista sujeta a restricciones de tipo estocastico. De este modo, el
problema RBDO se formula como:

minimizar  f(x)

sujeto a: E[h;j(x)] =0 j=1,..,n
(1.10)

Plgr(x) < 0] < Ppax k=1,..,n4

xllnf S Xl S xfup l = 1! "'an

donde las restricciones de desigualdad e igualdad son medidas mediante probabilidades de fallo
P[gx(x) < 0] y valores medios E[h;(x)] respectivamente, y P,,,,, es la probabilidad maxima
admisible. E[ ] representa el operador estadistico esperanza o valor medio y el cual se ve con
mas detalle en el capitulo 6.

1.5.2. Disefio optimo robusto

El objetivo del RDO es obtener un disefio que sea poco sensible ante la presencia de las
incertidumbres. El problema de RDO se centra en satisfacer una funcién objetivo mediante
algun criterio de robustez R(x, z), buscando soluciones que sean poco sensibles frente a las
variaciones de las variables y/o pardmetros de disefio. En este contexto, no es necesario
garantizar un cierto nivel de fiabilidad de las restricciones, sino que es suficiente garantizar un
cierto nivel de robustez de las mismas. Trabajos como el de Parkinson et al. (1993) reformulan
el problema como:

minimizar R(x, z)

SUjetO a ‘ngj(x’z) + ﬁO'g](x,Z) S 0 ] = 1, -.-;ni (1 11)
e < o =1, |

inf sup .
xl SXLSXL l_ll"'lnx

donde, x es el vector de las variables de disefio y z es el vector de variables aleatorias. La
restriccion de desigualdad se formula en funcion de sus dos primeros momentos estadisticos,
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media Hgixz) Y desviacion estandar Tg;(x2)" donde B representa la relacion entre la media y la
desviacion estandar; o} es el limite superior admisible para la desviacion estandar de la
respuesta estructural; ng, n; y n, representan el numero de restricciones de desigualdad,
igualdad y variables de disefio respectivamente; y x/ y x*” acotan inferiormente y
superiormente el valor de las variables de disefio.

A diferencia de lo que ocurre en la formulacion basada en RBDO, en el caso de RDO no
existe una formulacion Unica para el problema, dependiendo en gran medida del criterio de
robustez elegido. En la literatura se distinguen diferentes criterios de robustez probabilisticos:
criterios basados en el cuartil de la distribucion, criterios basados en los momentos estadisticos
y criterios basados en la diferencia de percentiles (Martinez, 2013).

El enfoque més extendido consiste en utilizar los dos primeros momentos estadisticos de
la respuesta: media u; y desviacion estandar of. El valor medio y la desviacion estandar de la
funcidén objetivo se definen respectivamente como:

RG2) = 1y = Bl (2)] = | fGu2)ps )iz (1.12)

R(x,2) =0 = J E[f(x,2) — ] = j f [f(x,2) — us] Pz (2)dz (1.13)

donde x es el vector de las variables de disefio determinista, z el vector de variables aleatorias,
y pz(2) la pdf que caracteriza a las variables aleatorias. La resolucion analitica de estas dos
integrales puede ser dificil o incluso imposible de calcular para funciones complejas. Por ello,
en los ultimos afios se han desarrollado métodos alternativos para evaluar de forma aproximada
dichos momentos estadisticos. Los diferentes métodos de propagaciéon de la incertidumbre
recogidos en la bibliografia (Tabla 1) se pueden clasificar en 5 grupos: métodos de simulacion,
métodos de expansion, métodos basados en el punto més probable, métodos basados en meta-
modelos y métodos de integracién aproximada. Una descripcion méas detallada se puede
encontrar en los trabajos de Ditlevsen y Madsen (1996), Melchers (1999), Lemaire (2009) y
Martinez (2014).

1.5.3. Diferencias entre el disefio robusto y el disefio fiable

Aungue ambos métodos incorporan la variacion de la incertidumbre dentro del proceso
de disefio, estos se diferencian en tres aspectos fundamentales.

1. La robustez estructural se determina mediante un criterio que evalle la variabilidad de la
respuesta en torno a su valor medio, normalmente su desviacion estandar. Mientras que, la
fiabilidad se relaciona con probabilidades de fallo (ver figura 1.5). En términos generales,
RBDO se relaciona mas con satisfacer los requerimientos fiables bajo entradas de pdf
conocidas y menos con reducir la variacion de la respuesta estructural. EI RBDO es un
proceso iterativo basado en desplazar la media de la respuesta estructural de forma que cada
vez sea mayor (ver figura 1.6), mientras que el RDO se centra en disminuir la variabilidad
de la respuesta (ver figura 1.7).
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Tabla 1.1: Principales métodos de propagacion de incertidumbre.

Métodos , ,
Métodos de Métodos de basados en el Metodos !\/Ietodos,_ fje
. - i . basados en integracion
simulacion expansion punto mas .
meta-modelos aproximada
probable
- MC - PM - FORM - SRM - UDR
- Quasi-MC - NEM - SORM - KM - BDR
- LHS - SSEM - RBF - GDR
- IS - MSEE - NN
- DS - SSM
- MCMC - SRSM
- DEMM
- SCM

MC: Monte Carlo; LHS: muestreo por hipercubo latino (Latin Hypercube Sampling); IS: muestreo por importancia
(Importance Sampling); DS: muestreo direccional (Directional Sampling); MCMC: Monte Carlo usando cadenas de
Markov (Markov Chain Monte Carlo); PM: método de perturbacion (Perturbation Methods); NEM: método de expansion
de Neumann (Neumann Expansion Method); SSEM: método de expansion estocéstica espectral (Stochastic Spectral
Expansion Method); MSEE: Método de Solucidn Estadistica Equivalente; SSM: método de expansion estocastica (Spectral
Stochastic Method); SRSM: método de superficie de respuesta estocastica (Stochastic Response Surface Methods); DEMM:
método de modelado deterministico equivalente (Deterministic Equivalent Modelling Method); SCM: método de
colocacién estocastica (Stochastic Collocation Method); FORM: método de fiabilidad de primer orden (First Order
Reliability Method); SORM: método de fiabilidad de segundo orden (Second Order Reliability Method), SRM: método de
la superficie de respuesta (Surface Response Method); KM: modelos kriging (Kriging Models); RBF: funciones de base
radial (Radial Basis Function); NN: redes neuronales (Neural Networks); UDR: método de reduccion univariable
(Univariate Reduction Method); BDR: método de reduccion bivariable (Bivariate Dimensional Reduction); GDR: método
de reduccion multivariable (Generalized Dimension Reduction)
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Probabilidad de fallo
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Figura 1.5: Concepto de robustez y fiabilidad para una pdf normal de la respuesta. El intervalo
definido o5 es una medida de la robustez y representa el promedio de diferencia que hay entre los
datos y la media. La probabilidad de fallo (area azul) es una medida de fiabilidad y representa la

probabilidad de exceder P.

. En RBDO se presta una atencion especial a la seguridad estructural de los eventos extremos,
mientras que en RDO pone mas énfasis en el comportamiento estructural bajo fluctuaciones
diarias durante su vida de servicio. Por esta razén, RBDO se asocia directamente o
indirectamente con el dafio inducido por el fallo catastréfico de la estructura y RDO con el
gasto derivado de una pobre calidad del rendimiento estructural. En ambos casos, el riesgo
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de un disefio es una combinacién entre la probabilidad de un evento no deseado y las
consecuencias de ese evento. En la figura 1.8 se muestra los dominios de optimizacion bajo
incertidumbre en funcién de la frecuencia de un evento y el impacto de este.

PDF

menos fiable — .~

.
| LT S A B J

respuesta f

Figura 1.6: Estrategia RBDO: movimiento de la media. Gréafico con linea sélida mas fiable al
contar con una P mayor para una misma probabilidad de fallo.
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Figura 1.7: Estrategia RDO: disminuir dispersion. Linea solida es méas robusta, al ser menor su
desviacion estandar.

En RBDO se presta una atencion especial a la seguridad estructural de los eventos extremos,

mientras que en RDO pone més énfasis en el comportamiento estructural bajo fluctuaciones
diarias durante su vida de servicio. Por esta razon, RBDO se asocia directamente o
indirectamente con el dafio inducido por el fallo catastrofico de la estructura y RDO con el
gasto derivado de una pobre calidad del rendimiento estructural. En ambos casos, el riesgo
de un disefio es una combinacion entre la probabilidad de un evento no deseado y las
consecuencias de ese evento. En la figura 1.8 se muestra los dominios de optimizacién bajo
incertidumbre en funcién de la frecuencia de un evento y el impacto de este.

En RBDO es necesario una descripcion completa de las incertidumbres mediante su pdf,

mientras que en RDO solo es necesario alguna caracteristica que mida la variabilidad en la
respuesta como puede ser su desviacion estandar.
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Aplicacionesno  Disefio 6ptimo basado
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Figura 1.8: Escenarios posibles (Zang et al. 2002).

Tabla 1.2: Comparacion entre RDO y RBDO.

Disefio Optimo Robusto Disefio Optimo basado en Fiabilidad
Descripcion de la incertidumbre  Media y desviacion estandar Funcién de distribucién de probabilidad
Objetivo de disefio Reducir variabilidad Min. bajo restricciones probabilistas
Tipo de analisis Analisis variacional (dispersion)  Anadlisis fiable (probabilidades de fallo)
Estrategia Reducir variacién respuesta Mover media respuesta

1.6. Revision del estado del arte del disefio optimo robusto de
topologia

En los Gltimos afios, ha crecido el interés por obtener disefios éptimos robustos y fiables
de topologia. Una extensa revision del disefio 6ptimo fiable de topologia (Reliability-based
Topology Optimization, RBTO) se puede encontrar en Mozunder et al. (2006). Sin embargo, el
namero de trabajos sobre disefio 6ptimo robusto de topologia (Robust Topology Optimization,
RTO) es considerablemente menor.

El RTO se basa en obtener disefios de topologia éptimos poco sensibles a variaciones en
las variables y/o parametros de disefio. Desde hace unos afios, se han desarrollado varias
metodologias de RTO donde se combinan métodos deterministas de optimizacion de topologia
existentes con métodos estocasticos de representacion y propagacion de incertidumbres. En el
campo de las estructuras continuas, el problema de RTO bésicamente se ha tratado a partir de
dos metodologias de optimizacion de topologia: LSM y SIMP.

LSM: Conti et al. (2009) combinan técnicas de programacion estocastica con LSM para la
optimizacion de topologia de estructuras bajo cargas puntuales inciertas. Shikui et al. (2010)
caracterizan las incertidumbres de material mediante un campo aleatorio. Los autores aplicaron
un método de aproximacion, Karhumen-Loeve (K-L), para reducir la alta dimensionalidad del
campo aleatorio por un reducido conjunto de variables aleatorias y utilizaron el método de
reduccion univariable (Univariate Dimension Reductién, UDR) junto con muestreo de
cuadratura de tipo Gauss para calcular los dos primeros momentos estadisticos. Shikui y Wei
(2011) modelan las incertidumbres en la geometria del contorno caracterizando la velocidad
normal del contorno de disefio por medio de un campo aleatorio. Los autores utilizan K-L para
aproximar el campo aleatorio mediante un reducido nimero de variables y UDR para propagar

23



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

el efecto de las incertidumbres sobre la funcion objetivo. Dunning et al. (2011) minimizan la
compliance esperada con incertidumbre en magnitud y direccion de la carga, considerando
distribuciones normales e independientes. EI método es equivalente a un problema de multiples
estados de carga donde las cargas y los pesos son obtenidos analiticamente a partir de la Ec.
(1.10). Dunning et al. (2013) amplian la formulacién anterior mediante la consideracién de la
varianza en la funcién objetivo.

SIMP: Lazarov et al. (2012a) consideran pequefias incertidumbres en la geometria, la cual se
caracteriza por medio de un campo aleatorio. EI campo aleatorio se discretiza mediante K-L y
se utiliza el método de perturbacion para medir la influencia de la incertidumbre sobre la
respuesta estructural. Lazarov et al. (2012b) modelan incertidumbres geométricas y de material
mediante campos aleatorios. EI campo aleatorio se discretiza mediante K-L o Expansion
Optimal Linear Estimator (EOLE) en un conjunto reducido de variables aleatorias. Los
momentos estadisticos de la funcion objetivo son evaluados mediante el método de colocacion.
Tootkaboni et al. (2012) propone un método estocastico espectral para la representacion y
propagacion de la incertidumbre en las propiedades de material. Jansen et al. (2013)
caracterizan las incertidumbres geométricas introduciendo una pequefia perturbacion sobre el
centro del filtro de densidad, y utilizan el método de Monte Carlo para estimar los momentos
estadisticos. Zhao y Wang (2014a; 2014b) consideran incertidumbres en cargas concentradas
y/o distribuidas. Las cargas distribuidas son modeladas mediante un campo aleatorio el cual se
discretiza en un reducido nimero de variables aleatorias con K-L. La funcion objetivo se evalta
mediante el método de Monte Carlo. Zhao y Wang (2014c) transforman el problema de
optimizacion bajo cargas inciertas a un problema de maltiples estados de carga donde las cargas
y los pesos son obtenidos analiticamente.

Estos trabajos han sido estudiados desde un punto de vista probabilistico. El criterio de
robustez mas utilizado es la suma ponderada de los dos primeros momentos estadisticos de la
respuesta estructural (media y desviacion estandar) (Chen et al., 2009; Chen y Chen, 2011;
Schevenels et al., 2011; Tootkaboni et al., 2012; Lazarov et al., 2012; Jansen et al., 2012;
Dunning y Kim, 2013; Zhao y Wang, 2014-a; Zhao y Wang, 2014b). Aunque, otros autores
como Duning et al., (2011) y Zhao y Wang (2014c) solo consideran el primer momento
estadistico de la respuesta estructural. Garcia et al. (2013) tratan el problema de DORT como
un problema multi-objetivo de la media y la desviacion estandar, el cual se resuelve mediante
un frente de Pareto.

Desde un punto de vista no-probabilistico el problema ROT ha sido estudiado por
Sigmund (2009); Amir et al. (2012). Aunque, estos trabajos quedan fuera de los objetivos de
esta tesis.

1.7. Objetivos

El objetivo principal de tesis doctoral es el desarrollo e implementacion de un nuevo
procedimiento para el disefio Optimo robusto de topologia de estructuras contindas en
problemas bidimensionales (2D) mediante el uso de isolineas y algoritmo genético, no
descartandose como trabajo futuro su extension a problemas tridimensionales (3D). Para ello
se emplea un algoritmo genético para dirigir la busqueda y una malla fija de elementos finitos
para el andlisis estructural.
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El algoritmo genético es el responsable de controlar el movimiento de unas variables de
posicion. La topologia de la estructura se obtiene a partir de las isolineas del criterio estructural
seleccionado. Este procedimiento permite considerar la existencia de incertidumbre en las
cargas, no descartdndose la consideracion de incertidumbres en la geometria y en las
propiedades del material.

El trabajo desarrollado en esta tesis contempla los siguientes objetivos parciales:

1. Implementar un algoritmo para el disefio 6ptimo de topologia determinista de
estructuras continuas mediante el uso de isolineas y algoritmos genéticos y una malla
fija de elementos finitos para el andlisis. Para ello es necesario: 1) determinar una
codificacion idonea del problema; y 2) establecer un criterio que relacione el algoritmo
genetico con las isolineas del problema.

2. Aplicar el algoritmo de optimizacion de topologia determinista. Analizar y comparar
los resultados obtenidos con la bibliografia mas reciente.

3. Extender el algoritmo desarrollado para el disefio 6ptimo robusto de topologia. Para
ello es necesario: 1) identificar las variables aleatorias; 2) establecer un criterio para
obtener las isolineas del problema robusto; y 3) propagar el efecto de las
incertidumbres a la respuesta estructural.

4. Aplicar el algoritmo para el disefio 6ptimo robusto de topologia. Analizar y comparar
los resultados obtenidos con los resultados obtenidos para el caso determinista.

1.8. Organizacion de la tesis

La tesis doctoral se ha estructurado en 8 capitulos:

En el capitulo 1 se realiza una introduccion general al disefio 6ptimo de estructuras. En
primer lugar se describen los diferentes métodos de optimizacion de estructuras continuas desde
un punto de vista determinista. A continuacion, se describen las metodologias existentes para
tratar el problema de optimizacion bajo incertidumbres y finalmente, se recoge una revision del
estado del arte para el disefio éptimo robusto de topologia de estructuras continuas.

En el capitulo 2, se realiza una introduccion al analisis de elementos finitos con malla
fija, describiendo los fundamentos y la formulacion utilizada para el analisis de estructuras
continuas bidimensionales.

El capitulo 3, se dedica al disefio ptimo de topologia de estructuras mediante algoritmos
genéticos, exponiendo sus fundamentos bioldgicos y matematicos.

El capitulo 4, esta dedicado a la implementacion de un método para el disefio 6ptimo de
topologia determinista, donde el algoritmo genético controla la forma de una curva virtual
mediante el movimiento de unas variables de posicion. A partir de esta curva, se determina las
isolineas del criterio seleccionado que determina la topologia de la estructura.

El capitulo 5, estd dedicado a la implementacién de un método de optimizacion de
topologia con isolineas y programacion matematica. Mediante programacion cuadratica
secuencial se controla la forma exterior de la estructura mediante el movimiento de unas
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variables de posicion, dependiendo la topologia de la generacién de cavidades internas. La
posicion y forma de las cavidades se obtienen a partir de las isolineas del criterio seleccionado.

En el capitulo 6 se describen diferentes métodos y técnicas para caracterizar y propagar
el efecto de las incertidumbres en el problema RTO.

El capitulo 7 est4 dedicado a la implementacion de un método para el disefio 6ptimo
robusto de topologia considerando incertidumbre en la carga. Para ello, el problema de
optimizacion se formula desde un punto de vista probabilistico mediante una funcion objetivo
robusta. El efecto de las incertidumbres se propaga a la funcion objetivo mediante el método
UDR.

El capitulo 8 recoge las conclusiones que se derivan de la tesis y algunas sugerencias de
cara a trabajos futuros.
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CAPITULO 2:

ANALISIS DE ESTRUCTURAS POR
ELEMENTOS FINITOS CON MALLA FIJA

El objetivo de este capitulo es presentar y familiarizarse con los conceptos de: elasticidad
bidimensional, el método de elementos finitos y el analisis con malla fija.

2.1. Introduccion

En la década de los afios cincuenta comenz6 a desarrollarse un método que, partiendo de
las ideas variacionales o energéticas ampliamente utilizadas en la primera mitad del siglo para
la obtencidn de soluciones aproximadas, permitia establecer las matrices de rigidez elementales
de subdominios previamente definidos de un medio elastico bidimensional. Este método
Ilevaria posteriormente al conocido método de los elementos finitos (Finite Element Method,
FEM), cuya base tedrica fue publicada por primera vez en el libro “The Finite Element Method
in Structural and Continuum Mechanics” (Zienkievicz y Cheung, 1967).

En la década de los setenta, el FEM alcanza su madurez, aumentando sus aplicaciones en
numerosas ramas de la ingenieria no relacionadas con el analisis estructural como: mecéanica de
fluidos, trasferencia de calor, electricidad, magnetismo, etc. Destacar que es en esta década
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cuando surgen los grandes programas de elementos finitos: ANSYS, ABAQUS, NASTRAN,
ADINA, MARC, IDEAS, etc.

En la actualidad, el método de los elementos finitos se ha consolidado como la principal
herramienta de analisis para la resolucion de problemas en mecéanica estructural y de solidos.
En latabla 2.1 se recogen algunas de las aplicaciones de este método para el analisis estructural.

Tabla 2.1: Aplicaciones del método de los elementos finitos en ingenieria

Campos de estudio Equilibrio Autovalores Propagacion
Estructural Andlisis de vigas, placas, Estabilidad de Propagacion de ondas de
- laminas. Analisis bi y estructuras. Frecuencias  tensiones. Respuesta

Mecanica . . .

) tridimensional de naturales y modos de dinamica de estructuras.

Aeroespacial tensiones vibracion de estructuras  Problemas viscoelasticos
Anélisis bi y Frecuencias naturales y Propagacion de ondas de

Mecanica de suelos trldlmensmnal de modo§ de_V|braC|on de tension en medios

Mecanica d tensiones. Problemas de ~ combinaciones porosos deformables.

ecanica de rocas excavaciones. Iteracion suelo/estructura Interaccion dindmica

suelo/estructura suelo/estructura

Destacar que un gran nimero de métodos de optimizacion estructural utilizan el FEM
para realizar el analisis. Durante el proceso de optimizacién, el disefio original puede sufrir
cambios que afectan tanto a su forma como a su topologia. Estos cambios pueden obligar a
revisar la forma de los elementos de la malla, para evitar su excesiva distorsion y un deterioro
general en los resultados obtenidos del analisis. Este hecho conlleva un proceso de remallado,
lo que supone aumentar el coste computacional de la optimizacion.

Algunas de las alternativas para reducir el coste computacional son:

e Método de los elementos de contorno (Boundary Element Method, BEM). Las principales
ventajas de este método derivan del menor nimero de elementos y la elevada precisién en
el contorno de la estructura. Las primeras aplicaciones del BEM se desarrollaron para la
optimizacion de forma (Zochowski y Mizukami, 1983) y posteriormente para la
optimizacion de topologia (Cervera y Trevelyan, 2005). A pesar de las ventajas, se han
demostrado ciertos comportamientos erraticos (Haftka. R y Grandhi, 1986) que devuelven
un mayor grado de fiabilidad al método de los elementos finitos.

e Método elementos finitos en malla fija (Fixed Grid-Finite Element Method, FG-FEM),
introducido por Garcia y Steven (Garcia y Steven, 1999). Este método se basa en que los
cambios producidos en el medio, son capturados numéricamente mediante la modificacion
de las propiedades de sus elementos. Para ello, el método FG-FEM superpone una malla de
elementos finitos sobre la estructura, identificando elementos dentro, fuera y sobre el
contorno. La identificacion de elementos dentro y fuera de la estructura transforma el
problema en otro equivalente con diferentes materiales. Las principales ventajas de este
método son la simplicidad y la velocidad, lo que hace que el método resulte interesante para
su aplicacion en el campo de la optimizacion estructural (Garcia y Steven, 1998) y el disefio
interactivo (Garcia y Steven, 1999).
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e Método de elementos finitos extendido (eXtended Finite Element Method, X-FEM)
(Belytscho y Black, 1999) puede ser comparado con el método FG-FEM, ya que ambos estan
basados en una malla fija. La diferencia radica en que en el método X-FEM, los elementos
que estan situados sobre el contorno pueden ser divididos (Moes et al., 2001). Este proceso
de division incrementa el coste computacional considerablemente, si el nimero de elementos
situados en el contorno es elevado. Este método ha sido utilizado tanto para la optimizacion
de forma (Duysinx et al., 2006), como para la optimizacion de topologia (Wei et al., 2010).

e Método de los elementos finitos basado en una malla cartesiana (Cartesian grids-Finite
Element Method, Cg-FEM) (Nadal et al., 2013). En este método, los elementos de borde son
divididos al igual que en X-FEM. La diferencia radica en que este utiliza una pila de mallas
cartesianas con diferentes niveles, p.ej.: mallas con niveles de elementos rectangulares
lineales y cuadréticos organizados segln una relacion jerarquizada.

e Método isogeométrico (Isogeometric Method, IM), este utiliza funciones de forma de alto
orden (B-splines 0 NURBS) para representar tanto la geometria, siendo el analisis realizado
en una malla fija en el dominio ficticio. IM permite definir geometrias de formas suavizadas,
siendo ideal para el andlisis de tensiones, sobre todo en el contorno de la estructura. Este
método ha sido utilizado tanto para la optimizacion de forma (Wall y Wang, 2008; Wall et
al., 2008), como para la optimizacion de topologia (Seo et al., 2010).

A continuacion, se presenta una breve revision sobre los conceptos basicos a conocer
acerca de la teoria de la elasticidad para el andlisis con una malla fija de elementos finitos de
problemas lineales.

2.2. Teoria de elasticidad bidimensional

Existe una gran variedad de estructuras cuyo analisis permite hacer uso de la elasticidad
bidimensional. Una de las principales ventajas de la teoria de la elasticidad bidimensional es el
estudio de los casos de tension y deformacion plana de forma unificada, aunque estos casos
representan tipologias sin ninguna relacion entre si (Ofiate, 1995). A continuacion, se presentan
los conceptos basicos a conocer sobre la teoria de elasticidad bidimensional para su utilizacion
en el FEM.

2.2.1. Desplazamientos

Las caracteristicas geométricas y de carga de una estructura en estado de tension o
deformacion plana, permiten establecer la hipotesis de que todas las secciones perpendiculares
al eje prismético z, se deforman en su plano y de forma idéntica. Por tanto, es suficiente conocer
el comportamiento de cualquiera de dichas secciones.

De modo que, si consideramos una seccidn genérica contenida en el plano xy, el campo
de desplazamientos de la seccion estéa perfectamente definido si se conocen los desplazamientos
en las direcciones x e y de todos sus puntos. El vector de desplazamientos de un punto se define
como:
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Uy (x, y)}

u(x,y) = {uy(x, y)

(2.1)

donde u,(x,y) y u,(x,y) son los desplazamientos del punto en las direcciones de los ejes
coordenados x ey, respectivamente.

2.2.2. Deformaciones

Si los alargamientos unitarios ¢, y &, se definen como el cambio de la longitud con
respecto a la longitud inicial, y la deformacion tangencial ¢, se define como la mitad del

decremento del angulo recto que forma inicialmente los lados del elemento paralelo a los ejes
X ey, tenemos:

du,
E, =
X ax
ou,,
y R =
Oy

1 1 aux+6uy
B Z R =9\, T,

€ (2.2)

donde u, Yy u, son las componentes de los desplazamientos en la direccion paralela a los ejes x
ey, respectivamente.

Para deformacion plana, la deformacion longitudinal €, es nula. En cambio, para tension
plana, dicha deformacion no es nula pero se supone que lo es la tension a,. Por consiguiente,
no es necesario considerar la deformacion &, en ninguno de los dos casos, ya que no interviene
en las ecuaciones del trabajo de deformacién al ser nulo el producto a,¢,. Asi pues, el vector
de deformaciones para tension y deformacion plana se define como

€= [er,€),Yxy| = Hu (2.3)

donde H es el operador diferencial

g 0
Ox
0
H=| 0 — (2.4)
0y |
Jd 0
0y, Oy

2.2.3. Tensiones

De la Ec. (2.3) se deduce que las tensiones tangenciales 7, y 7,, son nulas. La tension

o, es nula por los mismos motivos explicados en el apartado 2.2.2. para las deformaciones &,.
Por lo que el vector de tensiones significativas es:
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c = [ax, ay,rxy] (2.5)

La relacidn entre las tensiones y las deformaciones se deduce de la ecuacion constitutiva
de la elasticidad tridimensional, junto con las hipdtesis descritas anteriormente (o, = 0 para
tension plana, e, = 0 para deformacion plana, y vy, = vy, = Tx; = Ty, = 0 en ambos casos).
Por tanto

o = Dg (2.6)

donde la matriz de comportamiento para deformacion o tension plana de un material elastico
viene dada por:

di;  dip 0
D =(d;; dy 0 (2.7)
0 0 dis

En la tabla 2.2 se muestran las constantes elasticas para los estados de tensién y
deformacion plana.

Tabla 2.2: Valor de las constantes elasticas para los estados de tension y deformacion plana, siendo E
el mddulo de elasticidad y v el coeficiente de Poisson.

Constante dq1 di» dyq d,, [ B
Tension plana E/(1—v?) di v dq, diq E/2(1+v)
Deformacion plana E1-v)/2(1+v)(1 —2v) diyv/(1—=v) dy, diq E/2(1+v)

2.3. El método de los elementos finitos

Para obtener la matriz de rigidez y el vector de cargas elementales, es necesario partir de
la formulacion débil del problema. En elasticidad, dicha formulacion es equivalente al principio
de los trabajos virtuales, tomando como sistema real el sistema de fuerzas en equilibrio y como
sistema virtual un sistema compatible en desplazamientos. El principio de los trabajos virtuales
para el problema de elasticidad bidimensional se plantea como:

f (e¥) otdn = f (u?) frdo + f (u?)'t” td(52) (2.8)
0 0 8N

siendo €¥ las deformaciones virtuales, 12 es el dominio de disefio, 512 el contorno estructural, t
el espesor del sélido, u¥ los desplazamientos virtuales, f las cargas volumétricas, y t¥ las cargas
superficiales. Expresando el primer miembro de la Ec. (2.8) en funcion de los desplazamientos
virtuales u¥ vy utilizando las Ecs. (2.3) y (2.6), se tiene:

f (Hu?)'D (Hu)td? = f (u?) " fed2 + f (u?) t td(502) (2.9)
n n 60

La Ec. (2.9) representa dos ecuaciones integro-diferenciales que permiten obtener la
solucion débil del problema, es decir, el campo de desplazamientos en el solido (Ec. 2.1).

A continuacion se realiza la aproximacion de las incognitas en forma discreta mediante
las correspondientes funciones de aproximacion o forma, tal que:
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u = Nu, (2.10)

donde N son las funciones de aproximacion y u,, los desplazamientos nodales. Las funciones
de aproximacién son conocidas a priori y transforma la formulacion débil (Ec. 2.9) en un
sistema de ecuaciones algebraicas:

f UQ (Hu)’ DthQl up == ifﬂ (u¥)’ fed0 +2f(me(u¢)Tt” td(82) (2.11)

e=1

donde N, es el namero de elementos, 2, el area del elemento e y 612, el contorno del elemento
e. La aproximacion de la incdgnita supone un incremento del nimero de variables, por lo que
es necesario tomar tantas funciones de ponderacion como de aproximacion, u¥ = N. Como las
funciones de aproximacion son todas nulas excepto para los nudos del elemento considerado,
el primer término de la Ec. (2.11) puede escribirse como:

[ f (HN)T DHNtdQl u,® = Keu® (2.12)
e
Si B = HN, la matriz de rigidez elemental se puede expresar como:

K® = f B” DBtd (2.13)
0

e

De igual forma, se demuestra que el segundo miembro de la Ec. (2.11) se puede escribir
para un elemento determinado como:

F© = U NTftdQl + U NTt”td(SQ)l (2.14)
2, 80,
siendo F¢ el vector de fuerzas equivalentes generalizadas del elemento e.
2.3.1. Aproximacion de la geometria

Se va a considerar para el problema de elasticidad bidimensional, elementos finitos
rectangulares de cuatro nodos. El elemento rectangular de cuatro nodos proporciona una
precision elevada en el caso de que la estructura esté sometida principalmente a traccion o
compresion pura. Por el contrario, en aquellos problemas en los que el comportamiento
predominante es la flexion, el elemento ofrece una menor precisién, siendo necesario utilizar
una malla mas densa para obtener una precision aceptable. Por ello, para aumentar el
rendimiento resulta aconsejable hacer uso de técnicas especiales como: la adicion de nodos
internos de este elemento, la integracion reducida de los términos de deformacion tangencial,
la adicion de modos incompatibles o la imposicion de un campo de deformaciones.

Para la utilizacion practica de los elementos finitos se realiza una transformacion entre el
elemento de referencia definido en el sistema de coordenadas naturales (& #) y los elementos
reales en los que se discretiza el dominio (ver figura 2.1). Una vez se conoce la relacion entre
las coordenadas reales del elemento en la pieza y las coordenadas naturales del elemento de
referencia, se pueden realizar todas las operaciones necesarias sobre el elemento de referencia.
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Un método muy conveniente para realizar la transformacién de coordenadas es emplear las
funciones de aproximacion utilizadas para la aproximacion de la variable, en este caso estamos
ante la definicion de elementos isoparamétricos. EI cambio de coordenadas se puede realizar
como:

Nnudos Nnudos
> N, oy= ) N (215)
i=1 i=1

Como las funciones de aproximacion N; dependen de las coordenadas naturales (£, 7), se
obtiene una transformacion de coordenadas.

y A
V4 \
V3 !
A 2 A | -
4 T I ] 3
» 3 j
m 0
n X X X x
Gy G3 Gy Gs
x 1 +1 <
———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————— > >
v G G G G
t 1 LUt 2, RS LGt 2
7t
i — 1 _y iy

Figura 2.1: Transformacion de la geometria, desplazamientos nodales, sistema de coordenadas
global y local, y numeracion de los nodos (Victoria, 2006).

2.3.2. Funciones de aproximacion de las variables

Para un elemento cuadrado de 4 nodos, la funcién de aproximacion mas sencilla que
cumple las condiciones de compatibilidad e invariancia geométrica es el polinomio lineal.
Segun la figura 2.2, el polinomio lineal ha de incluir tres pardmetros mas uno adicional. Para
mantener la simetria el elemento se incluye (£,n). De esta forma, los desplazamientos se pueden
expresar Como:

Uy (X, ) = a1 + a8 + azn + a,én

(2.16)
u, (x,y) = as + agé + a;n + agén

—

Elemento lineal

Elemento cuadratico

Elemento cubico

Figura 2.2: Componentes de las funciones de aproximacion en elementos rectangulares lagrangianos.
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La Ec. (2.16) se puede expresar mediante un producto de dos funciones lineales en cada
una de las dos coordenadas como:

4 4
u, = Z Nie, ; = Z Ny ; 2.17)
i=1 i=1

siendo las funciones de aproximacion (N;):

1 1
N, = 5(1—5)(1—77) ;o Np=-(0+9A—n)

2
1 1 (2.18)
N3=§(1+f)(1+77): N4=§(1—f)(1+77)
n 1 T
4 3 e
S N,
! =
) 2 o 2
Figura 2.3: Funciones de forma para un elemento rectangular lineal.
La Ec. (2.17) se puede expresar en forma matricial como:
(Ux1)
uyl
Uy,
_ ux _ Nl 0 NZ O N3 O N4_ 0 uyz _ (e)
“‘{uy}‘ 0 N, 0 Ny, 0 Ny 0 Ny wag( =N (2.19)
uy3
ux4
\Uy, J
donde
N, 0
N =[N NN N Ne= [ ]
0 N;
(2.20)

Uy -
u® = {uge)’uge)’uge)’ u‘(le)}; ui(e) — {uzl}
l

2.3.3. Integracion numérica en dos dimensiones

Para obtener la matriz de rigidez (Ec. 2.13) y el vector de fuerzas elementales (Ec. 2.14)
es necesario realizar la integral sobre el dominio bidimensional del elemento de referencia.
Mediante la formulacion isoparamétrica se pueden transformar las integrales sobre el dominio
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del elemento en otras sobre el espacio de coordenadas naturales. Si el término a integrar se
define por f(&,n) y se utiliza la cuadratura de Gauss-Legendre bidimensional, la integral para
los elementos cuadrilateros se calcula mediante:

np Nq

fl f_llf(f' mdédn = Z Zf(fp'ﬂq)Wqu (2.21)

p=1qg=1
donde n, y n, son el numero de puntos de integracion seleccionados en cada una de las

direcciones ¢ y 17; &, Y 14 Son las coordenadas naturales del punto de integracion py q,y W, y
W, son los pesos correspondientes a cada direccion en dicho punto.

2.4. Formulacién de la malla fija

En el analisis clasico de elementos finitos, el dominio es habitualmente representado por
una malla no estructurada de elementos y la integracion de la matriz de rigidez se suele realizar
mediante integracion numeérica. Aunque estas técnicas proporcionan resultados adecuados,
requieren de una cierta interaccion con el usuario y son computacionalmente costosas. Estos
aspectos tienen especial importancia para la optimizacion, ya que la geometria sufre continuas
modificaciones, por lo que una malla de elementos finitos deberia ser regenerada para analizar
el nuevo dominio. Este proceso de remallado produce un aumento considerable en el coste
computacional e introduce errores debido a la transferencia de datos de la anterior malla.

Una alternativa para superar estas limitaciones del FEM en optimizacion es utilizar una
malla fija de elementos finitos (Fixed Grid-Finite Element Method, FG-FEM). En este apartado
se presentan algunas aproximaciones para representar un dominio mediante una malla fija de
elementos finitos.

La primera fase consiste en ajustar el dominio ficticio (£¢;) al dominio fisico (£2) (ver
figura 2.4) y superponer una malla fija sobre el dominio ficticio. Esta malla puede consistir de
elementos rectangulares con una geometria fija. En funcion de la posicion del elemento con
respecto al dominio de la estructura se pueden distinguir tres tipos: elementos interiores (In, 1),
si todos sus nodos estan contenidos en £2; elementos exteriores (Out, O), si todos los nodos
estan fuera de 12, y elementos de borde o contorno (Boundary, B) si presenta nodos interiores
y exteriores a 2 (ver figura 2.5).

Figura 2.4: Dominio ficticio ¢, y dominio de disefio 2

Los elementos I, O, y B se diferencian exclusivamente en las propiedades constitutivas
del material, las cuales son determinadas mediante el método de homogeneizacion. Los
elementos | presentan las mismas propiedades que el material de la estructura (material real),
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los elementos O disponen de valores muy inferiores (material virtual) y los elementos B resultan
una combinacion entre las propiedades del material real y el virtual.

Interior

Borde

N
\

Exterior

Figura 2.5: Aproximacién de la geometria con una malla fija. Clasificacion de los
elementos finitos con respecto del contorno de la estructura

2.4.1. Matriz de rigidez para elementos interiores, exteriores y de borde

La matriz de rigidez para un elemento rectangular lineal segun la Ec. (2.13), esta formada
por un conjunto de integrales que dependen de las derivadas parciales de las funciones de
aproximacion y de las propiedades constitutivas del material:

1 1
K®© = f B” DB dx dy = f f BT DB |]©| d¢ dn (2.22)
0] -1J7-1

e

donde [J(©| es el determinante del Jacobiano J©

dx Ody
jo | % %
0x dy
an  0n

(2.23)

Los valores del modulo de elasticidad y el coeficiente de Poisson en estructuras
constituidas por un unico material son constantes en cualquier punto de su dominio. Sin
embargo, en el caso de una malla fija, estos valores pueden cambiar dependiendo de si el
elemento es interior, de borde o exterior.

Las matrices de rigidez correspondientes a un elemento interior K; y a un elemento
exterior K pueden ser calculadas numéricamente de forma sencilla aplicando la Ec. (2.22). El
valor de las propiedades del material exterior K es insignificante en comparacion con las del
material real Ky, es decir Ky <« Kj. Una practica habitual es reducir el valor del médulo eléstico
E. El coeficiente Cr, = E/Eg por el cual se divide el modulo de elasticidad, normalmente esta
comprendido entre 10% y 108 (ver Tabla 2.3).

Los elementos que se sitlan sobre el contorno de la estructura, estan constituidos por dos
materiales, material real y virtual, de modo que propiedades como el mddulo de elasticidad no
son constantes en todo el elemento (ver figura 2.5). Para determinar la matriz de rigidez de los
elementos de contorno se dispone principalmente de dos aproximaciones: FGo y FG1.
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Tabla 2.3: Relacion entre el modulo de elasticidad real y virtual

Autor/es Csqg
Bendsge y Kikuchi (1988) 102 = 103
Hinton y Sienz (1995) 10°
Garcia y Steven (1998) 103 = 10°
Stolpe y Svanberg (2001) 103
Victoria et al. (2009) 10*
Shikui et al. (2010) 103
Lazarov et al. (2012a) 10*

Mediante la aproximacion FGo, los elementos de borde son convertidos a elementos
interiores o exteriores. Un criterio para decidir si un elemento se transforma en uno interior o
exterior puede ser el porcentaje de elemento que se encuentra en el dominio de la estructura. Si

Age) representa el area del elemento dentro de la estructura y A(Oe) representa el area exterior, la
aproximacion FGo puede expresarse como:

Kz® = ¢K;©® (2.24)
con
1 si A9/A% > A

; 0<A' <1 (2.25)
0 si AY/AL <a

g‘:

donde A* es el umbral de conversién, normalmente 0,5 (50%).

Por otro lado, la aproximacion FG; es mucho mas precisa. En esta, se transforma el
elemento bi-material en otro equivalente de caracteristicas homogéneas
A(e) A(e)
&= I =1
A© 4 A®  A®

(2.26)

donde & es el ratio que representa el area interior a la estructura. Por consiguiente, las
expresiones para obtener las matrices de rigidez de los elementos interiores, exteriores y de
borde son:

K;©® si f=1
K®© = Ko®© si §=0 (2.27)
K@ =K, @+ (1-HKo®@ si 0<é<1

2.4.2. Andlisis de las tensiones en los nodos de la malla fija

En el problema elastico, una vez resuelto el sistema de ecuaciones, se obtendra el valor
de los desplazamientos en cada uno de los nodos de la estructura y en base a la aproximacion
utilizada en el elemento, el desplazamiento en todos los puntos del dominio. Una vez se conoce
la distribucién del campo de desplazamientos en todo el dominio, aunque sea de forma
aproximada, no es complicado obtener las tensiones. A nivel de elemento, las deformaciones
pueden establecerse como:
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£©) = HNu® = Bu® (2.28)

En general el material inicial puede estar sujeto a deformaciones iniciales (cambios de
temperatura, retracciones, etc.). Si se representan dichas deformaciones iniciales por g, las
tensiones se deberan a la diferencia entre las deformaciones reales e iniciales. Del mismo modo,
el material inicial puede estar sujeto a unas tensiones residuales iniciales o4. Considerando una
relacion lineal entre las tensiones y las deformaciones, las tensiones en cualquier punto del
elemento pueden expresarse como:

6© = D(HNu® — g9) + 65 = D(Bu® — &) + o, (2.29)

Normalmente, se suele calcular las tensiones en los puntos de Gauss del elemento (ver
figura 2.1), debido a que los valores de las matrices de deformacion B son conocidos.
Suponiendo que las tensiones y deformaciones iniciales son nulas, las tensiones en los puntos
de Gauss se obtienen como:

(e) _ . (e) _ . (e) _ . (e) _ .
o;. =DBgu®; of’ =DBg,u®; of’ =DBgu®; of =DBgu®; (230

A partir de las tensiones en los puntos de Gauss, la tension del elemento se puede
determinar mediante el promedio de estas tensiones.

1
¢® = 7 (ag? + O'(Gez) + Gf}? + O‘(Gi)) (2.31)

Para determinar las tensiones en los nodos de los elementos se puede optar entre:

o Adoptar el valor de la tension del punto de Gauss mas cercano.

o Extrapolar el valor nodal a partir de la informacion obtenida en los puntos de Gauss.

e Utilizar las funciones de forma del elemento.

e Promediar las tensiones de los elementos que comparten el nodo.

e Ajustar mediante minimos cuadrados a partir de las tensiones en los elementos que
circundan el nodo de interés.

En esta tesis, las tensiones en los nodos y en los elementos de la malla fija se determinan
a partir de las tensiones en los puntos de Gauss. Las tensiones en los puntos de Gauss son
obtenidas a partir del analisis de la estructura mediante el programa Ansys. Las tensiones en los
puntos de Gauss son trasladadas a los nodos mediante las funciones de forma y promediadas en
funcion del volumen de los elementos adyacentes tal que

Ne Ne
Gu=) vjo,g”/z v, (2.32)
=1 =1

donde o, es la tension sobre el nodo n, n, el nimero de elementos adyacentes al nodo n, V; el
volumen del elemento j, y ag) es la tension en el nodo n del elemento j. A partir de estas, se
puede obtener la tension del elemento como:
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Np

o, = z Gi/np (2.33)

i=1

siendo n,, el numero de nodos en el elemento e.

2.5. Optimizacion de estructuras con malla fija

Como se ha dicho en el capitulo uno, el disefio 6ptimo de estructuras es un proceso
iterativo durante el cual ciertas variables son modificadas hasta alcanzar un disefio éptimo. Cada
iteracion del proceso de optimizacién comienza con una configuracion inicial y finaliza con un
analisis del nuevo disefio.

El anélisis mediante FEM requiere una division del dominio mediante una malla de
elementos finitos, normalmente no estructurada. Tanto los métodos de optimizacion de
topologia como de forma son procesos iterativos en los que se cambia continuamente la
geometria de la estructura. Debido a estos cambios, la precision del modelo de analisis se puede
ver gravemente deteriorada, por lo que es necesario readaptar la malla para que se ajuste a la
nueva geometria. Este proceso es generalmente conocido como regeneracion de malla, y el cual
supone un aumento del coste computacional. Segln un estudio realizado por Sandia National
Laboratories, en el anlisis de una geometria con FEM, el 80% del tiempo de computacion se
debe a la creacion de la malla y solo el otro 20% del tiempo es debido al propio analisis (Cottrell
et al., 2009).

Con objeto de reducir el coste computacional en el analisis con FEM, en estos Ultimos
afios se ha visto incrementado notablemente el uso de FG-FEM. La principal ventaja de FG-
FEM, es que la matriz de rigidez no se altera durante el proceso de optimizacion, solo se
modifican aquellas posiciones correspondientes a los elementos cuyo estado ha cambiado (I, O,
B). En la figura 2.6 se muestra los diagramas de flujos de FEM y FG-FEM.

Los principios de la optimizacion de estructuras mediante la aplicacion de una malla fija
fueron establecidos por Garcia (1999). En su estudio, FG-FEM se confirma como una
metodologia eficiente y fiable para aproximar el campo de desplazamientos en problemas donde
la geometria de la estructura o las propiedades fisicas varian con el tiempo.

A continuacion se describen algunos de los trabajos de optimizacion en los que se ha
utilizado una malla fija:

Kim et al. (2000) desarrollaron un procedimiento para la optimizacién de topologia, en el
que se integran el analisis con FG-FEM con el método ESO. El uso de una malla fija elimina
la necesidad de readaptar la malla. Kim et al. (2003) extienden el trabajo y confirman la
eficiencia del método.

Woon et al. (2003) presentaron un procedimiento para la optimizacion de forma y
topologia de estructuras continuas a traves de un algoritmo multi-genético, donde el andlisis de
la estructura se realiza en una malla fija.
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Método FG-FEM
Representacion geometria

Método FEM
Representacién geometria A 4
Generar malla fija
v Definicion del dominio 2y

A

Generar malla elementos v

Evaluar K estandar

\ 4

Evaluar cada uno de los
elementos K \ 4

Resolver sistema

A

A 4

Resolver sistema

\ 4

v Cambiar geometria

Cambiar geometria

A 4

Cambio de estado
K® = K® + AK

(@) (b)
Figura 2.6: Diagrama de flujo. (a) FEM y (b) FG-FEM

Kim y Chang (2003, 2005) proponen un método de optimizacion de forma, utilizando
para el analisis una malla Eureliana, con el fin de reducir el coste computacional y los errores
asociados a la distorsion de la malla tan frecuente en el planteamiento Lagrangiano.

Garcia y Gonzalez (2004) aplican estrategias evolutivas para la optimizacién de forma
donde el anélisis de tensiones se realiza mediante una malla fija.

Lee y Kwak (2007) proponen un método para optimizar forma y topologia mediante el
uso de B-Spline para definir el contorno de la geometria, utilizando FG-FEM.

Rong y Liang (2008) utilizan FG-FEM junto con LEM para resolver problemas de
optimizacion de forma y topologia.

Dunning et al. (2008) presentan una alternativa al ratio del area con el objeto de reducir
los errores producidos en los elementos de borde, al utilizar este tipo de aproximacion para
calcular la matriz de rigidez. Para ello proponen una formulacion isoparamétrica de malla fija
(Isoparametric Fixed Grid, IFG). Esta formulacion utiliza un sistema de coordenadas locales
para representar las coordenadas globales que definen la parte interior del elemento de contorno.

Victoria et al. (2009) proponen un procedimiento de Optimizacion de topologia de
estructuras continuas 2-D usando isolineas y FG-FEM.

Daneshmand y Kazemzadeh-Parsi (2009) proponen un método de elementos finitos en
malla fija modificado (modified FG-FEM,MFGFEM), para mejorar los resultados obtenidos
sobre los elementos de contorno. Para ello proponen un nuevo enfoque para calcular la matriz
de rigidez de los elementos de borde utilizando funciones de penalizacion. En Kazemzadeh-
Parsi y Daneshmand (2009b) utilizan SFGFEM (Smooth FG-FEM) en problemas de
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transferencia de calor. En SFGFEM se utiliza una técnica de suavizado de gradiente para
evaluar las integrales del dominio.

Hesmati et al. (2014) proponen un meétodo modificado de FG-FEM para resolver
problemas de optimizacién de forma no basados en gradiente. La modificacion consiste en
calcular la matriz de rigidez de los elementos de borde mediante la introduccion de unas
coordenadas materiales (r,s) que transforma la parte interior del elemento de contorno a un
elemento de referencia.

Mas recientemente, Cai et al. (2014) proponen una metodologia para la optimizacion de
forma y topologia mediante LSM y FG. Para aumentar la precision del analisis de tensiones,
ellos utilizan funciones B-spline como funciones de aproximacion.
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CAPITULO 3:

DISENO OPTIMO DE ESTRUCTURAS
CON ALGORITMO GENETICO

En este capitulo se presentan los fundamentos basicos de los algoritmos genéticos (GA)
y sus aplicaciones al disefio 6ptimo de estructuras. Los algoritmos genéticos estan basados en
los procesos genéticos de los organismos bioldgicos y en los principios de la evolucion natural.
En primer lugar, se presenta la analogia del método con los conceptos bioldgicos y a
continuacion, se presentan los fundamentos matematicos para un algoritmo genético simple.

3.1. Introduccién

Charles Darwin (1859) formul6 la teoria de la evolucion natural de las especies. En 1858,
Darwin se vio obligado a presentar sus trabajos cuando recibid el manuscrito de Wallace (1855),
el cual habia llegado a las mismas conclusiones de forma independiente. Ambos, tomaron como
base para sus estudios la obra de Malthus (1798) sobre el crecimiento de la poblacion, en la
cual se establece que el crecimiento de una poblacion esta estrechamente relacionado con la
disponibilidad de los recursos. Segun Darwin y Wallace, esta lucha por los recursos necesarios
para la supervivencia desemboca en una “seleccion natural ” en la cual sobreviven aquellos
individuos cuyas caracteristicas son mas favorables para el entorno, desapareciendo aquellos



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

menos adaptados. Sin embargo, Darwin desconocia como se transmitian las caracteristicas de
padres a hijos.

Mendel descubrié que las caracteristicas de un individuo son heredadas de sus
progenitores de forma discreta en base a su caracter (dominante o recesivo). El nicleo de su
trabajo, que comenzo en el afio 1856 a partir del cruzamiento de guisantes, le permitio
establecer las tres leyes de la herencia o leyes de Mendel (1865), las cuales se enuncian como:

e Primera ley de Mendel o ley de homogeneidad: cuando se cruzan dos variables puras de una
misma especie, los descendientes son todos iguales y pueden parecerse a uno de los
progenitores 0 a ninguno de ellos (figura 3.1a).

e Segunda ley de Mendel o ley de la segregacion: al cruzar entre si a individuos de la primera
generacion, los descendientes se dividen en cuatro partes, de las cuales una se parece a su
abuela, otra a su abuelo y las dos restantes a sus progenitores (figura 3.1b).

e Tercera ley de Mendel o ley de la independencia de los caracteres: En el caso de que las dos
variedades de partida difieran entre si en dos 0 mas caracteres, cada uno de ellos se transmite
de acuerdo con la primera ley con independencia de los demés (figura 3.1c).

Q@ - 20 O
Aa Aa
A I

aa A 2 AABB aalbb
@ AB Gametos ab
A \/
G2 AA Aa
Aa aa

Aa AaBb

(@) (b) (©)

Figura 3.1: Las tres leyes de Mendel. (a) primera ley. (b) segunda ley. (c) tercera ley. En el grafico
P son las variables puras, G1 variables de primera generacion, y G2 variables de segunda generacion.

La teoria de Mendel fue olvidada por la comunidad cientifica hasta finales del siglo XIX
y principios del XX, cuando se produjo una serie de avances en el estudio de la célula que
permitieron que las leyes de Mendel se incorporaran definitivamente al cuerpo tedrico de la
biologia.

Flemming (1882) describié los cromosomas, como ciertos filamentos en los que se
agregaba la cromatina del ndcleo celular durante la division celular. Fysher (1930), un genetista
inglés, relaciond las teorias de Mendel y Flemming demostrando que los genes mendelianos
eran los que proporcionaban el soporte para la evolucion.

Watson y Crick (1953) descubrieron que la base molecular de los genes esta en el ADN
(&cido desoxirribonucleico). Los cromosomas estan compuestos de ADN y por consiguiente los
genes estan en los cromosomas.
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Todos estos hechos constituyen actualmente la teoria del neo-darwinismo, donde se
establece que una serie de procesos como la reproduccion, la mutacién, la competicion y la
seleccidn acttan dentro de las poblaciones, regulando el funcionamiento de las especies.

Segun los ingenieros evolucionistas, la evolucion optimiza puesto que, va creando seres
cada vez mas perfectos. Sin embargo, algunos genetistas, bidlogos, y filésofos afirman que la
evolucion no optimiza, sino que adapta y mejora localmente dentro de un marco
espacio/tiempo. Evolucion no significa progreso ya que, un organismo mas evolucionado puede
estar en desventaja competitiva frente a un antepasado, si el primero se sitta en el entorno del
ualtimo.

3.2. Origen de los Algoritmos Genéticos

Los GA son unatécnica de basqueda heuristica que trabaja con un conjunto de soluciones
(individuos) al mismo tiempo, emulando los procesos naturales que se llevan a cabo en la
genética y en la seleccion natural.

Los GA fueron desarrollados por Holland a principio de los afios sesenta tras estudiar el
libro escrito por Fisher (1930), titulado “The Genetical Theory of Natural Selection”, donde
aprendié que la evolucion es una forma de adaptacion mas potente que el simple aprendizaje.
Los principales objetivos de su investigacion fueron: (1) abstraer y explicar de forma rigurosa
el proceso adaptativo de los procesos naturales; y (2) disefiar sistemas artificiales (programas)
capaces de imitar los mecanismos mas importantes de estos procesos. Resultado de estos
estudios, Holland y sus colaboradores (De Jong, 1975) propusieron:

e Laevolucion es un proceso que opera sobre los cromosomas, mas que sobre los seres vivos
en si.

e El proceso de reproduccion es el mecanismo a través del cual se produce la evolucion.

e El cruce genera cromosomas diferentes a los de los progenitores mediante su recombinacion.

e Las mutaciones generan en los hijos genes diferentes a los de los padres.

Posteriormente Goldberg, que también fue estudiante de Holland, publico un libro
(Holland, 1975) en el presentaba la base cientifica de los GA.

Como ya se ha mencionado, los mecanismos de busqueda de los GA se basan en la
genética y en la seleccion natural, combinando el concepto de supervivencia de los individuos
mejor adaptados con operadores genéticos que imitan los procesos naturales como el cruce o la
mutacion. Golberg (1989) define los GA como:

«Algoritmos de basqueda basados en los mecanismos de seleccidn y genética natural.
Combinan la supervivencia de los mas compatibles entre las estructuras de cadenas, con una
estructura de informacion ya aleatorizada, intercambiada para construir un algoritmo de
busqueda con algunas de las capacidades de innovacion de la busqueda humana.

Los GA han tenido un gran éxito en la resolucion de problemas de optimizacion. Parte de
este éxito se debe a la robustez y al equilibrio entre la eficiencia y eficacia para determinar
puntos 6ptimos, sobre todo en espacios de bdsqueda grandes, complejos y pobremente
conocidos, donde las técnicas de busqueda tradicionales pueden ser inapropiadas. Basicamente,
los GA se diferencian de las técnicas tradicionales de optimizacion en:

45



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

e No utilizan derivadas para dirigir la busqueda. Gracias a ello, pueden ser utilizados en
problemas de optimizacion con variables discretas o continuas.

¢ No trabajan directamente con las variables de disefio, sino con una codificacion de estas.

e Trabajan con un conjunto de soluciones y no con un unico punto como hacen los métodos
tradicionales. Esto ayuda a encontrar el 6ptimo global evitando 6ptimos locales.

e Ultilizan reglas y operadores estocasticos en lugar de reglas deterministas.

e Existe la certeza matematica de que el algoritmo es capaz de obtener siempre un 6ptimo
independientemente del punto de partida, si no existe un tiempo limite de calculo.

3.3. Aspectos bioldgicos

Una de las consecuencias del gran nimero de trabajos realizados durante los primeros
afios del siglo XX sobre la genética, fue la aparicion de una nueva terminologia, mas precisa y
sencilla que la utilizada por Mendel.

Las células son el elemento mas pequefio que puede considerarse vivo. Todo organismo
vivo estd constituido por una o varias células siendo clasificados como seres unicelulares o
pluricelulares, respectivamente. La mayor parte del material genético se encuentra en el nicleo
de las células en forma de maltiples moléculas de ADN conocidas como cromatina, que durante
la division celular se disponen en forma de bastoncillos conocidos como cromosomas. Un gen
es un trozo de ADN (que codifica una determinada proteina) que contiene la informacion
necesaria para que se manifieste un caracter. Se suele pensar en los genes como entidades
responsables de determinar los rasgos de un individuo (color de pelo, ojos, estatura, etc.). Cada
una de las posibles formas alternativas que puede tener un gen se denomina alelo (en la figura
3.1, los genes “A” y “a” serian alelos de un mismo caracter). La posiciéon que ocupa un gen en
el cromosoma se denomina locus.

El genoma de un organismo es la coleccién completa de material genético y el genotipo
es el conjunto de genes contenido en un genoma. La manifestacion externa del genotipo, es
decir, la suma de caracteres observados en un individuo se denomina fenotipo.

La mayoria de los organismos pluricelulares son diploides (en caso contrario haploides),
ello quiere decir que almacenan sus cromosomas por parejas donde la mitad de los genes vienen
de la madre y la otra mitad del padre. Por tanto, los organismos diploides tienen dos alelos para
un mismo caracter en cada cromosoma. Si ambos alelos son iguales se denominan
homocigoticos, en cambio, si son diferentes heterocigéticos. Durante la reproduccidn sexual se
produce un cruce o recombinacion de la informacion genética, emparejando los gametos (cada
una de las dos células sexuales masculina y femenina, las cuales son haploides) de los dos
padres, para formar un nuevo cromosoma diploide completo. Si los alelos obtenidos tras la
recombinacion son heterocig6ticos, solo uno de los dos genes estara presente en el fenotipo del
individuo. Este gen o alelo se denomina dominante, en contraposicién del gen o alelo recesivo.
No obstante, la descendencia también esta sujeta a mutaciones, habitualmente debido a un error
de copia, que producen cambios en algunos de los nucleétidos (bits elementales de ADN) entre
padres e hijos.

El conjunto de posibles alelos presentes en una poblacion particular de una determinada
especie forma la reserva genética. El tamafio de la reserva genética determina la diversidad de
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la poblacién. La diversidad poblacional es mantenida entre generaciones gracias a los nuevos
genotipos producidos por la recombinacion y la mutacion.

La seleccion natural puede actuar sobre cualquier rasgo fenotipico, por lo tanto, los
individuos mas aptos tienen mas probabilidades de contribuir con descendientes a la siguiente
generacion, mientras que los menos aptos tenderan a desaparecer. Como resultado, los alelos
que en promedio conllevan una mejor adaptacion son méas abundantes en la siguiente
generacion, mientras que los alelos que tienden a perjudicar al individuo, también tienden a
desaparecer.

En los GA, un individuo representa una solucion posible al problema planteado, mientras
que el término cromosoma representa la codificacion de dicho individuo mediante una cadena
de bits. Una poblacidn esta constituida por un conjunto de individuos, la cual puede cambiar de
tamano entre generaciones (iteracion).

Los genes son una porcidn del cromosoma que generalmente codifica el valor de un solo
pardmetro acotado dentro de un rango o dominio. La estructura de un gen depende de la funcion
de codificacion o mapeo empleada. En la Tabla 3.1 se muestra una analogia entre los términos
de un sistema natural y un GA.

La recombinacidn consiste en el intercambio de material genético entre dos cromosomas.
La mutacion consiste en la permutacion aleatoria de bits.

La mayoria de los GA utilizan individuos haploides (solo un juego de cromosomas),
debido a que estos son mucho mas sencillos de construir y procesar. En la reproduccion
haploide, no es necesario determinar que gen es el dominante y cual el recesivo.

Los individuos de una poblacién son evaluados de acuerdo a una funcién de aptitud, la
cual cuantifica el grado de calidad de los individuos. La seleccion natural se llevara a cabo de
los individuos mas aptos.

Tabla 3.1: Paralelismo entre términos biolégicos y los algoritmos genéticos

Sistema Natural Disefio Optimo

Cromosoma Cadena, palabra binaria, vector

Gen Rasgo, carécter, pardmetro del problema
Genotipo Estructura codificada

Fenotipo Estructura decodificada

Individuo Solucién

Generacion Ciclo o iteracion del algoritmo

3.4. Estructura de un algoritmo genético simple

El GA comienza a partir de la determinacién de un conjunto de individuos (poblacion)
obtenidos de forma aleatoria 0 a partir de individuos apropiados para el problema. Los
individuos de la poblacion son seleccionados en funcion de su aptitud, permitiendo su
recombinacion y mutacion. Una vez obtenida la nueva poblacion de individuos, estos son
evaluados de nuevo. Este proceso se repite hasta satisfacer el criterio de parada (ver figura 3.2).
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Criterio
Poblacioén inicial »  Funcion objetivo de Poblacion solucion
A A parada
\ 4
Inicio Mejor individuo

Seleccién

A\ 4

Recombinacién

\4

Mutacion

Nueva poblacién

Figura 3.2: Diagrama de flujo de un algoritmo genético simple.

A continuacion, se describe de forma mas precisa los pasos necesarios para implementar
un GA:

1. Codificar el dominio del problema. Definir la funcién de aptitud y los operadores genéticos.

2. Generar un conjunto inicial (poblacién) de n soluciones (individuos), donde n es el tamafio
de la poblacion.

PR L3 N S W (3D
donde Xf- es el cromosoma del individuo j-th para la generacién t, el cual esta formado por
k genes.

3. Evaluar la calidad de los individuos mediante una funcion de aptitud.
4. Obtener una nueva poblacion de individuos mediante los operadores:
4.1. Seleccién: elegir dos individuos (padres) de la poblacién, de acuerdo a su aptitud.

4.2. Cruce: a partir de la probabilidad de cruce, los padres seleccionados recombinan su
informacion para obtener dos nuevos individuos (hijos).

4.3. Mutacion: mutar los alelos de los nuevos individuos a partir de la probabilidad de
mutacion.

5. Reemplazar la generacion anterior por la nueva poblacion.

6. Si el criterio de parada se satisface, finalizar. En caso contrario, volver al paso 3.

3.5. Representacion de individuos

La primera etapa para construir un GA es decidir cual va a ser la relacion entre el espacio
genotipico (codificado) y el fenotipico (decodificado), ya que una de las caracteristicas basicas
de los GA es que trabajan de forma simultanea en ambos espacios. Los operadores cruce y
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mutacion actlan sobre el espacio genotipico, mientras que la evaluacién y la seleccion lo hacen
sobre el espacio fenotipico. Elegir una buena representacion, es un aspecto clave para realizar
una busqueda eficiente.

Una representacion adecuada debe de contar con las siguientes propiedades:
e Coherencia: no puede codificar un elemento que carece de significado semantico.

e Uniformidad: todos los individuos de una poblacion deben ser representados por el mismo
namero de genes.

e Simplicidad: la codificacion debe ser facilmente aplicable en ambas direcciones.

e Causalidad: pequefias modificaciones del valor (fenotipo) deben corresponder a pequefias
modificaciones en la solucion codificada (genotipo).

o Consistencia: no deben existir codificaciones improductivas.
e Minimalidad: la longitud del cédigo debe ser tan pequefia como sea posible.

Por otro lado, se debe evitar la redundancia interna y la degeneracion. Una representacion
se dice que tiene redundancia interna cuando no toda la informacion genética contenida en el
cromosoma es estrictamente necesaria para identificar la solucion al cual corresponde. Una
representacion se dice que contiene degeneracion cuando méas de un cromosoma puede hacer
referencia a la misma solucion.

Desde la aparicion de los GA se han utilizado diferentes formas de representar un
individuo. Estas se pueden clasificarse, atendiendo a:

e Tipo de representacion: binaria, entera, real, etc.

¢ Nivel del algoritmo evolucionario: genotipico, fenotipico.

e Formaen la que se organiza el cromosoma: lineal, matricial, arborea, etc.
e Longitud del cromosoma: fija o variable.

e Cambio durante la evolucion: estatica o dindmica.

e Esquema de codificacion: directa o indirecta.

e Posibilidad de reutilizar la codificacion: generativa o no generativa.

e Correspondencia genotipo-fenotipo: explicita o implicita.

A continuacion, se describen algunos de los tipos de representacion mas utilizados.

3.5.1. Representacion binaria

Tradicionalmente, la representacion binaria ha sido la mas empleada por facilitar el
desarrollo de programas informaticos y utilizar operadores genéticos sencillos. En esta
representacion, el cromosoma se representa mediante una cadena de digitos binarios donde cada
gen del cromosoma se codifica usando el mismo namero de bits (alelos). EI nimero de bits
asignados a cada gen dependera del grado de ajuste que se desee alcanzar. No necesariamente
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cada gen debe estar codificado con el mismo nimero de bits. En la figura 3.3, se muestra un
ejemplo de un individuo binario constituido por tres genes.

gen gen gen
/—g\/—};\

101119010T6—a1e10

cromosoma

Figura 3.3: Individuo genético binario.

Dentro de las representaciones con cddigos binarios cabe destacar la codificacion Gray y
E-code. En la codificacion Gray, la separacion que existe en el espacio codificado entre
soluciones adyacentes en el espacio decodificado es 1. La codificacién E-code presenta un
genotipo en el cual a cada una de las combinaciones de la tabla de cddigos se le asigna un
namero creciente de 1. En la tabla 3.2, se muestran las diferencias entre las codificaciones:
binaria, Gray y E-code.

Un inconveniente de la representacion binaria es su falta de adaptabilidad a ciertos tipos
de problemas. No quiere decir, que en estos problemas no se pueda utilizar este tipo de
representacion, sino que el esfuerzo que se debe realizar, disminuye la eficiencia de la misma.
Para estos problemas existen otros tipos de representaciones mas apropiadas, como se describen
a continuacion.

Tabla 3.2: Codificacion usando tres bits mediante una cadena binaria, Gray y E-code.

NUmero 0 1 2 3 4 5 6 7

Cadena binaria 000 001 010 011 100 101 110 111
Gray 000 001 011 010 110 111 101 100
E-code 000 001 010 100 011 101 110 111

3.5.2. Representacion entera

La representacion entera se caracteriza por utilizar una cadena de nimeros enteros para
codificar los elementos, por ejemplo {0, 1, 2, 3} representa {Norte, Sur, Este, Oeste}.

3.5.3. Representacion real o punto flotante

A menudo, la forma mas adecuada de representar los individuos de un problema es
mediante una cadena de nimeros reales. Esto ocurre cuando los genes a codificar provienen de
una distribucion continua. Esta, suele ser una codificacion directa donde el valor de la solucion
(fenotipo) es directamente la solucion del cromosoma (genotipo).

3.5.4. Representacion con permutaciones

La representacion con permutacion es la forma méas natural de codificar aquellos
problemas en los que hay que decidir el orden en el que ocurre una secuencia de eventos.
Existen dos formas de codificar utilizando esta representacion. En la primera, la posicion del
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elemento i-ésimo codifica directamente el lugar en el que ocurre el evento en la secuencia. En
la segunda, la posicidn en la que ocurre el evento en la secuencia viene designado por el valor
del elemento i-ésimo.

3.5.5. Representacion hibrida

La representacion hibrida utiliza dos tipos de genotipos: representacion real para
codificar variables continuas y representacion binaria para codificar variables discretas.

3.5.6. Representacion natural

La representacion natural utiliza nimeros naturales para representar diferentes conjuntos
de intervalos de caracteristicas continuas o diferentes conjuntos de valores de variables
discretas.

3.5.7. Discusion de las técnicas de representacion

Tradicionalmente, la codificacion binaria ha sido el tipo de representacion mas extendido,
basicamente por su simplicidad y sobre todo por su analogia con los conceptos darwinianos. El
Teorema Fundamental de los Esquemas (The fundamental Theorem of schemata) (Holland,
1975) establece que el alfabeto binario ofrece el maximo nimero de esquemas por bits de
informacion de todos los sistemas de codificacion. Ademaés, esta codificacion maneja
operadores genéticos (recombinacion y mutacion) faciles de implementar. Sin embargo, para
muchos problemas la codificacion binaria no es adecuada debido a:

e Epitasis: existe una fuerte interaccion entre genes en un cromosoma. Por lo que, la
contribucion en la aptitud de un gen depende de los valores de los otros genes.

¢ Inconsistencia: los operadores genéticos pueden producir soluciones ilegales, ya que una
representacion binaria puede no describir naturalmente un punto del espacio de bdsqueda.

Desde los experimentos realizados por Michalewicz (1992), donde se comparan la
representacion binaria y la real, numerosos trabajos han demostrado que la representacion real
es mucho mas eficiente que la codificacion binaria sobre todo en problemas multidimensionales
que requieren una alta precision (Michalewicz et al., 1994; Walters y Smith, 1995; Rakesh,
2012). Por otro lado, Eshelman y Schaffer (1993) lograron desarrollar la generalizacion del
teorema fundamental de los esquemas tanto para una codificacion entera como real, aportando
un bagaje tedrico tan potente como el desarrollado por Holland para la codificacion binaria.

Habitualmente, los genes se suelen representar de forma lineal. En una codificacion
lineal, el cromosoma se idealiza como una representacién unidimensional en forma de lista o la
cadena. Sin embargo, también se pueden utilizar representaciones no lineales como la matricial
o arborea (Hamda y Schoenauer, 2000; Carrano et al., 2007; Snasel et al., 2008).

Otra de las caracteristicas de los cromosomas es su longitud: fija o variable. En este
ultimo caso se permite que los individuos puedan variar la longitud de su cromosoma entre
generaciones (Kim y Weck, 2005; Li et al., 2008).
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Por otro lado, las codificacién pueden ser directa, si el valor de la solucién (fenotipo)
coincide con la solucion del cromosoma (genotipo) o indirecta en el caso de codificar reglas
para cada uno de los pardmetros (Horby, 2003). Normalmente, la representacion real suele ser
directa mientras que la representacion binaria suele ser indirecta.

3.5.8. Representaciones utilizadas en optimizacion de topologia y forma

La codificacién mas popular para el disefio 0ptimo de topologia es mediante una cadena
de bits (bitstring representation). Esta codificacion es una de las mas frecuentes, ya que se
genera a partir de una malla de elementos regulares, en donde la distribucion de material se
realiza representando cada elemento de la malla como un gen que puede tomar valores 0/1. Si
el valor es “1” indica la presencia de material y si el valor es “0” indica la ausencia del mismo.
La construccién del cromosoma (unidimensional) se realiza mediante la concatenacion de los
bits (Jakiela et al., 2000; Li et al., 2008; Li et al., 2009). Sin embargo, los limites de esta
representacion aparecen cuando el nivel de discretizacion es elevado, necesitando poblaciones
de gran tamafio para alcanzar la convergencia en un tiempo razonable. Kim y de Weck (2005)
y Li et al. (2008) consiguieron acelerar la convergencia de la optimizacion, empleando
cromosomas de tamafio variable, eliminando de los cromosomas aquellos bits que representan
elementos con una baja energia de deformacion. Chen et al. (2009) utilizaron diferentes criterios
de optimalidad para determinar la poblacion inicial, demostrando como el método propuesto
puede resolver problemas de optimizacién de topologia de una forma mas eficiente, ademas de
lograr mejores soluciones con un coste computacional menor que con los algoritmos genéticos
clasicos.

Otro tipo de representacion, aunque no tan extendida como la anterior, es la
representacion de Voronoi, a traves de la cual se codifica el dominio de disefio en particiones
o0 celdas. Estas celdas (Voronoi cells) son subconjuntos poliédricos del dominio, los cuales se

etiquetan con “1” si estan compuesto por material y con “0” si estan vacios (Schoenauer et al.,
1996).

La idea de partir de un dominio inicial e ir retirando material en aquellas regiones donde
las tensiones son minimas (Djonghe, 1993) dio lugar a la codificacion de agujeros (hole
representation) tambien denominada codificacion-H. Las caracteristicas mas representativas de
este tipo de representacion son: (1) el dominio inial se representa con material, (2) una lista (de
longitud variable) de agujeros (rectangulos, triangulos circulos, etc.) es la encargada de
caracterizar la topologia de la estructura, y (3) la lista de agujeros estd controlada por los
operadores:

e Cruce mediante intercambio geométrico de agujeros.
e Mutacién para la modificacion de las caracteristicas de los agujeros.
e Mutacidn para adiccién o destruccion de algunos agujeros.

Basada en la teoria grafica, la codificacion morfologica (morphological representation),
actualmente denominada representacion grafica (graph representation) optimiza la topologia
de una estructura mediante: (1) curvas Bezier, que conectan los soportes de la estructura con
aquellos puntos en donde estan aplicadas las cargas y (2) un cromosoma de valores reales, en
el cual se dispone de informacidn relativa a los puntos de inicio y fin de las curvas, nimero de
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elementos de control y ancho de las curvas (Wang y Tai, 2004; Tai y Akhtar, 2005). Este tipo
de representacion, tambien ha sido utilizada para la optimizacion de topologia bajo
incertidumbre (Wang y Yang, 2009). Para ello, se combinan la técnica del peor caso de
tratamiento de incertidumbres con un algoritmo genético multiobjetivo.

La representacion de contorno (boundary representation) optimiza la forma de una
estructura mediante: (1) curvas B-Spline, las cuales son definidas a partir de unos pocos puntos
de control y parametros de forma y (2) un cromosoma definido por los puntos de control y los
parametros de forma. Cerreloza et al. (2000) utilizan una codificacion binaria para definir cada
uno de los genes del cromosoma. En cambio, Burczynski y Kokot, (2003) utilizan una
codificacion real para definir el cromosoma. Garcia et al. (2015), proponen un algoritmo
genético jerarquizado para ajustar curvas mediante B-spline. Para ello, utilizan dos tipos de
genes: genes de control y genes paramétricos. Los genes de control son codificados mediante
digitos binarios, mientras los genes paramétricos son codificados con numeros reales. El
proposito de los genes de control es de habilitar o no los genes paramétricos.

3.6. Poblacion inicial

Como ya se comentd con anterioridad, los algoritmos genéticos trabajan usando un
conjunto de soluciones (poblacion) que evoluciona conforme a los operadores genéticos. Por
ello, para poder trabajar con los GA es necesario establecer una poblacion inicial. En terminos
generales, la poblacion inical debe ser lo suficiente variada para evitar la convergencia
prematura del algoritmo. Segun Michalewicz (1992), la forma mas eficaz de determinar que
individuos van a formar parte de la poblacion inicial es mediante una generacion aleatoria. Una
alternativa para generar la poblacion inicial es mediante el uso de técnicas heuristicas adaptadas
al problema que se desea resolver. Sin embargo, estas técnicas pueden generar poblaciones muy
determinadas del espacio de busqueda, perdiendo poder de exploracion y un aumento del
esfuerzo computacional. Tambien pueden utilizarse soluciones conocidas para establecer la
poblacion inicial, pero esta estrategia habitualmente conduce a dptimos locales.

3.7. Operadores genéticos

En el caso de los GA los operadores fundamentales son: reproduccién (seleccién y
recombinacion) y mutacién. Estos operadores son los que dominan el proceso de busqueda y
de su eleccion dependen los procesos de exploracion y explotacion.

La exploracién hace referencia a la busqueda de soluciones mas alla de las soluciones
codificadas en los progenitores, mientras que la explotacion se refiere a la busqueda del 6ptimo
guiada y acotada por la solucion de los progenitores. Una exploracién demasiado intensa hace
que el proceso de convergencia sea lento, mientras que una explotacion excesiva provoca la
convergencia prematura a un 6ptimo local. Un equilibrio entre ambos aspectos es clave para el
buen funcionamiento del algoritmo.

Antes de comenzar la descripcion de los diferentes operadores, advertir que un nimero
importante de consideraciones han sido omitidas, ya que una discusion en profundidad queda
fuera del alcance del propoésito de este trabajo. Una revision mas exhaustiva se puede encontrar
en: (Golberg, 1989; Mitchell, 1998; Eiben y Smith, 2003; Sivanandam y Deepa, 2008).
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3.7.1. Seleccidén

La seleccion es el operador mediante el cual se escogen los individuos de la poblacién
que van a participar en la reproduccion. El objetivo es elegir las mejores soluciones y desplazar
fuera de la poblacion aquellas cuya aptitud es inferior. Una caracteristica importante del
operador seleccidn es que trabaja en el espacio fenotipico, por lo que no depende del tipo de
representacion sino del valor de su aptitud.

Un concepto de gran importancia es la presion selectiva (cociente entre aptitud maxima
y la media de las aptitudes de la poblacion), que indica el grado de importancia con el que las
mejores soluciones son favorecidas para formar parte de la poblacion de progenitores. El ratio
de convergencia de un algoritmo genético esta estrechamente relacionado con la magnitud de
la presion selectiva. Si la presion selectiva es elevada, la busqueda termina de forma prematura
hacia una solucion incorrecta (optimo local). Sin embargo, si la presion selectiva es demasiado
baja, el algoritmo evoluciona lentamente. Por tanto, lo mas recomendado es utilizar una presion
selectiva baja al comienzo del algoritmo genético (para realizar una exploracion amplia del
espacio de busqueda), e ir aumentado esta presion hacia el final (para explotar las regiones méas
prometedoras del espacio de busqueda).

Hay cuatro aspectos claves que ejercen una influencia significativa sobre la presién
selectiva y por tanto en el comportamiento del algoritmo genético.

e Tamario del espacio de muestreo: puede ser regular o extendido. En el espacio de muestreo
regular, el tamafio de la poblacion permanece constante donde los padres son reemplazados
por los hijos. En cambio, en el espacio de muestreo extendido, tanto los padres como los
hijos tienen la misma probabilidad de competir por la supervivencia.

e Mecanismos de muestreo: Se pueden emplear tres mecanismos diferentes para la seleccién
de individuos: estocastico, determinista y mixto.

e Tipos de seleccion: Desde un punto de vista Neo-Darwiniano, la seleccion puede ser:
estabilizada, direccional o quebrantada. La seleccion estabilizada (o normalizada) tiende a
eliminar aquellos cromosomas con valores extremos, la seleccion direccional tiende a
incrementar o disminuir el valor medio de la poblacién, y la seleccion quebrantada tiende a
eliminar los cromosomas con valores intermedios. Apuntar que, la mayoria de los métodos
de seleccion estan basados en la seleccion direccional.

e Probabilidad de selecciéon: En este punto, el aspecto méas importante es determiar la
probabilidad de seleccién de cada cromosoma. Dicha probabilidad puede ser determinada
mediante mecanismos de escalonamiento o de orden. Los mecanismos de escalonamiento
transforman los valores de la aptitud a un valor real positivo mediante una funcion de
escalonamiento y utilizan este nuevo valor para determinar la probabilidad de seleccion de
cada cromosoma. En los mecanismos de orden, los cromosomas son ordenados segun su
valor de aptitud y la probabilidad de seleccion se determina en funcién al orden que ocupa
cada cromosoma.

A continuacion, se describen los principales operadores de seleccion.
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3.7.1.1. Seleccion por ruleta

La seleccién de los individuos para formar parte de la poblacion de padres se realiza
teniendo en cuenta la aptitud del individuo respecto a la del resto de la poblacion. Por ello, los
mejores individuos de la poblacion (superindividuos) toman rapidamente el control de la
poblacion, disminuyendo la diversidad de esta y provocando una convergencia prematura del
algoritmo hacia un 6ptimo local. Dentro de esta categoria cabe destacar:

e Seleccion por ruleta o proporcional (roulette wheel): es la técnica mas popular, fue
desarrollada por Holland (1975), y posteriormente analizada por Bridle (1981). Con este
operador, la probabilidad de seleccion de un individuo i es directamente proporcional a su
aptitud .

P= ot
o ?:1 P?;
donde P; es la probabilidad de seleccién, @; es la aptitud del individuo i y n es el nimero

total de individuos que se desea seleccionar para formar la poblacion de padres.

(3.2)

La seleccion por ruleta se puede ilustrar graficamente como una ruleta de casino
dividida en n sectores donde el tamafio de estos es proporcional al nivel de aptitud de cada
individuo. La seleccidn consiste en rotar la ruleta y el sector donde indique el marcador sera
el individuo que ha de ser seleccionado para reproducirse. Los n individuos son
seleccionados realizando n tiradas. Aungue este mecanismo es aleatorio, la oportunidad de
que un individuo sea seleccionado es proporcional al tamafio del sector. De esta forma, los
individuos menos aptos son desplazados de la poblacién segun se van sucediendo los giros
de la ruleta.

e Seleccion estocéstica universal o sin remplazamiento: fue originalmente definida por De
Jong (1975) con el fin de mejorar la mala distribucion de los individuos de la poblacion
obtenida con el operador de seleccién por ruleta. EI operador es similar a la seleccion por
ruleta, pero en lugar de tener un unico marcador, se colocan de forma equidistante tantos
marcadores como individuos desean seleccionarse y mediante una unica tirada se
seleccionan los n individuos. Este operador presenta dos ventajas con respecto a la seleccion
por ruleta:

1. Reduce la alta variabilidad estocéstica, y el tiempo computacional.
2. Garantiza que un individuo suficientemente apto, pueda ser seleccionado varias veces.

3.7.1.2. Seleccién por rango

La seleccion por rango fue originalmente definida por Baker (1985) con el fin de superar
los inconvenientes de la seleccion por ruleta. Este operador ordena jerarquicamente los
individuos segun su aptitud y determina la probabilidad de seleccion de un individuo en funcion
del orden que ocupa en la poblacion. Una vez que la probabilidad de seleccion de cada individuo
ha sido establecida, el proceso para la seleccion de los descendientes puede ser realizado
mediante un método proporcional.
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3.7.1.3. Seleccion por torneo

Existen principalmente dos versiones de seleccion por torneo: determinista y probabilista.
En la version determinista se eligen de forma aleaotria un conjunto de individuos de la
poblacién. De entre los seleccionados se elige el individuo més apto. En la version probabilista,
se genera un namero aleatorio en el intervalo [0,1], si este es mayor que un pardmetro p (fijado
a priori) se escoge el individuo méas apto, en caso contrario el menos apto.

Generalmente, el torneo se realiza entre dos individuos (torneo binario). Sin embargo,
este principio puede ser extendido a un conjunto arbitrario cuya dimension se denomina tamafo
del torneo. Un caso particular es el elitismo global, en el cual participan todos los individuos
de la poblacién

Este operador no selecciona la poblacion de padres en funcion de su aptitud, con lo que
se asegura la diversidad poblacional. Debido a sus caracteristicas es uno de los operadores mas
efectivos y suele conducir a la optencion de maximos absolutos (Whitley, 1989).

3.7.2. Recombinacion

El operador de recombinacion o tambien Ilamado cruce, es el encargado de producir dos
0 mas hijos a partir de dos progenitores. El principio del mecanismo de recombinacién es muy
sencillo. A partir de dos individuos de caracteristicas diferentes y deseables se generan hijos
gue combinan las caracteristicas de ambos padres. La combinacion de la informacion genética
de los padres permite realizar busquedas en otros puntos del espacio de disefio. El operador de
cruce realiza las siguientes operaciones:

e Toma aleatoriamente individuos entre los elegidos anteriormente por el operador seleccion.

e Genera aleatoriamente un nimero entre 0 y 1, el cual es comparado con p,. (probabilidad de
cruce). Si el valor es menor a la p., se generan hijos mediante una regla de intercambio de
genes, sino, los hijos son una copia exacta de los padres. A la hora de realizar el intercambio
de genes, este se puede realizar por genotipo o por fenotipo.

A continuacion, se describen los principales operadores de recombinacion organizados
en funcion del tipo de representacion: binaria o real.

3.7.2.1. Operadores de recombinacién para representacion binaria

Cruce por un punto: es el operador de cruce mas sencillo. Fue propuesto inicialmente por
Holland (1975) y estudiado por De Jong (1975). La recombinacion se puede realizar por
genotipo o por fenotipo. En el primer caso, la implementacion del algoritmo se realiza del
siguiente modo: (1) se genera un numero aleatorio r € [0, ng], donde ng es el numero de bits que
constituyen el cromosoma, y (2) se intercambian las subcadenas de los padres posteriores al
punto de cruce formando dos nuevos descendientes. En la figura 3.4, se muestra un ejemplo de
cruce por un punto por genotipo con r =7. En el segundo caso, la implementacion se realiza del
mismo modo, pero sustituyendo ng por nt, donde n es el nimero de fenotipos presentes en el
genoma. En la figura 3.5, se muestra un ejemplo de corte por un punto por fenotipo con r =2,
donde en el genoma se pueden apreciar tres fenotipos distintos (enmarcados usando
rectangulos). El principal inconveniente de este operador es que el intercambio de segmentos
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siempre se realiza en los extremos del cromosoma, tendiendose a mantener los genes de un
extremo u otro.

Padres Hijos
{0110011/101} {0110011/010}
{1110110/010} {1110110j101}

Figura 3.4: Cruce por un punto. Corte por genotipo (r = 7).

Padres Hijos
ffortoj[or11o1]} {011001/0010%}
(riio]i1]oo10]} {111011/1101}

Figura 3.5: Cruce por un punto. Corte por fenotipo (r = 2).

Cruce por n puntos: es muy similar al operador de cruce por un punto, pero en lugar de tener
un Unico punto de corte se consideran n puntos. En este se permutan los genes comprendidos
en cada segmento de corte. Una caracteristica importante de este operador es que los segmentos
intercambiados no tienen porque corresponder con los extremos finales de la cadena. En las
figuras 3.6 y 3.7, se muestran un ejemplo de cruce por dos puntos.

Padres Hijos
{011/0011/101} {011/0110j101}
{111/0110j010} {111/0011/010}

Figura 3.6: Cruce por dos puntos. Corte por genotipo (r =3y 7).

Padres Hijos
{flo11o][01][T101]} {0110/11/1101}
(T1iio][i1][oo10]} {1110/01/0010}

Figura 3.7: Cruce por dos puntos. Corte por fenotipo (r =1y 2).

Cruce uniforme: Este operador fue desarrollado por Syswerda (1989) y consiste en generar
una mascara binaria de forma aleatoria de longitud igual al genoma de los padres en el caso de
realizar un corte por genotipo o igual al namero de fenotipos en el caso de hacer un corte por
fenotipo. El cruce se realiza siguiendo esta mascara, eligiendo para el primer hijo el primer
padre si en la mascara aparece un “1” o el segundo padre si es un “0” y viceversa con el segundo
hijo. En la figura 3.8, se muestra un ejemplo de cruce uniforme por genotipo con una mascara
{1101001101} y en la figura 3.9, se muestra un ejemplo de cruce por fenotipo usando una
mascara {1 0 0}.
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Padres Hijos
{0110011101} {0110111111}
{1110110010} {1110010000}

méscara {1101001101}

Figura 3.8: Cruce uniforme. Corte por genotipo.

Padres Hijos
{flo11o][01][T101]} {0110110010}
(T1iio][i1][oo10]} {1110011101}

méscara {1 0 0}

Figura 3.9: Cruce uniforme. Corte por fenotipo.

3.7.2.2. Operadores de recombinacién para representacion real

La recombinacion de cadenas de bits de nimeros reales se puede realizar de dos formas:
(1) usando los operadores descritos para representacion binaria, siendo cada alelo un numero
real. La principal desventaja es que solo la mutacion introduce nuevos valores dentro de la
poblacion, ya que la recombinacion solo realiza combinaciones de valores existentes. Este tipo
de recombinacién es conocida como recombinacion discreta; y (2) usando un operador, que
para cada gen, origine un nuevo alelo en el hijo que se encuentre entre los alelos de los padres,
mediante la expresion:

zi=axi+(1—a)y; a€]01] (3.3)

donde el valor del alelo i del hijo z es una combinacién de los alelos de los padres x e y. De esta
forma, el operador es capaz de crear nuevo material genético. Los operadores de este tipo son
conocidos como recombinacion aritmética. A continuacion, se describen diferentes operadores
de recombinacion para codificacion real.

Recombinacién aritmética simple: La implementacion se realiza seleccionando del genoma
un gen k de forma aleatoria. A continuacion, para el primer hijo, se copia el genoma del primer
padre hasta la posicion del gen k y el resto del genoma es el promedio aritmético de los dos
padres:

{x1, X, AYgi1 + A —O)Xps1, 0 Y+ (A —a)x, } (3.4)

El segundo hijo es originado de la misma forma pero invirtiendo la posicion de los padres
(ver figura 3.10).

Padres Hijos

{0,10,20,30,405060,7080,9} {0,1020,30,4050,60,50,50,6}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3} {0,30,20,30,20,30,20,50,50,6}

Figura 3.10: Recombinacion aritmética simple. k=6y «=0,5.
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Recombinacion aritmética singular: La implementacion de este operador se realiza, copiando
en el primer hijo todo el genoma del primer padre a excepcion del gen k, el cual se obtiene
como promedio aritmetico de los dos padres:

{x1, o X1, @y + (L — @)X, Xggq 5 0 Xn } (3.5)

El segundo hijo es originado de la misma forma pero invirtiendo la posicién de los padres
(ver figura 3.11).

Padres Hijos
{0,10,20,30,4050,60,70,80,9} {0,10,20,30,40,50,60,50,80,9}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3} {0,30,20,30,20,30,20,50,20,3}

Figura 3.11: Recombinacion aritmética singular. k =7y «=0,5.

Recombinacién aritmética completa: En este caso, el genotipo de los hijos es el promedio de
los genotipos de los padres. ElI genoma de ambos hijos se expresa como:

hijol=ax+(1—«a
! ey (36)
hijo2=ay+ (1 —a)x
donde x = {x; ...,x,} €y = {yy, ..., ¥} (ver figuras 3.12 y 3.13).

Debe tenerse especial cuidado en este operador de no realizar un cruce aritmético
intermedio (a = 0,5), ya que en este caso ambos hijos resultaran ser iguales, provocando una

perdida de la diversidad en la poblacién (ver figura 3.12).

Padres Hijos
{0,10,20,30,40,5060,70,80,9} {0,20,20,30,30,40,40,50,50,6}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3y {0,20,20,30,30,40,40,50,50,6}

Figura 3.12: Recombinacion aritmética completa. 2 =0,5

Padres Hijos
{0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70}  {0,24 0,20 0,30 0,26 0,36 0,32 0,42}
{0,30 0,20 0,30 0,20 0,30 0,20 0,30} {0,16 0,20 0,30 0,34 0,44 0,48 0,58}

Figura 3.13: Recombinacion aritmética completa. #=0,3

Cruce Lineal: Este operador fue propuesto por Wright (1991). En este caso se generan tres
hijos cuyo genotipo se obteine mediante una recombinacion lineal de los genotipos de los padres

segun las siguientes expresiones:
hijo1=0,5x + 0,5y
hijo2 = 1,5x — 0,5y (3.7)
hijo3= —-0,5x + 1,5y
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A continuacién, los padres son sustituidos por los dos hijos mas prometedores. En la
figura 3.14, se muestra un ejemplo de la generacion de los tres hijos por medio de este operador.

Padres Hijos
{0,20,20,30,30,40,40,50,50,6}
{0,00,20,3050,60,80,91,11,2}
{0,40,20,30,10,20,00,1-0,10,0}

{0,10,20,30,40,50,6 0,70,80,9}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3}

Figura 3.14: Cruce lineal.

Cruce geométrico: Fue originalmente propuesto por Michalewicz et al. (1992). En este tipo de
cruce, solo se genera un hijo cuyo genotipo resulta de la recombinacion cuadratica de los
genotipos de ambos padres:

ST (39)

En la figura 3.15, se muestra un ejemplo de aplicacion de este operador.

Padres Hijos

{0,10,20,30,40,50,6 0,70,80,9}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3}

{0,20,20,30,30,40,30,50,40,5}

Figura 3.15: Recombinacion geométrica.

Cruce plano: Este operador fue desarrollado por Radcliffe (1991). En este caso, cada uno de
los genes de los hijos es un valor generado aleatoriamente en el intervalo [x;, y;].

Cruce por mezcla alfa (BLX-a): Este operador fue desarrollado por Eshelman et al. (1993).
Dado los genotipos de los padres x = {x; ... x,} € ¥y = {y; ... ¥}, Se define la distancia
rectilinea o de Manhattan como:

d; = |x; — yil (3.9)

El algoritmo utiliza la distancia rectilinea para formar el genotipo de los hijos, de tal
manera que el valor de cada gen se determina de forma aleatoria dentro del intervalo [Li, Ui]
siendo:

L; = min(x;, y;) — ad;
(3.10)
U; = max(x;,y;) + ad;
donde el valor a representa la distancia, mas alla de los limites establecidos por los genes de
los padres, que los genes de los hijos pueden tomar. Por lo que se permite que los genes de los
hijos adopten valores mayores o menores a los de los padres, pero no de forma excesiva. En la
figura 3.16, se muestra un ejemplo de aplicacion de este operador.

Segun Deb y Agrawal (1994), este operador no respeta, en todas las ocasiones, las
caracteristicas deseables de los padres a la hora de generar hijos, con lo que se puede ralentizar
el proceso de convergencia.
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Padres Hijos

{0,10,20,30,405060,7080,9} {0,10,20,30,40,20,60,51,10,8}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,33 {0,30,20,30,50,50,10,80,51,2}
L={00 02 03 01 0,2 00 01 -0,1 0,0}
u={4 02 03 05 06 08 09 11 1,2}

Figura 3.16: Cruce por BLX - 0,5.

Cruce lineal extendido: Este operador fue desarrollado por Muhlenbein et al. (1993). Los
valores de los genes en los hijos son determinados segun la Ec. (3.11) donde « es un valor
elegido aleatoriamente en el intervalo [-0,25; 1,25].

hijol = {x; + a(y; — x1), ..., Xy + a(y, — x5)}
hijo2 = {y; + a(x; —y1), ..., yn + alx, —y)}

En la figura 3.17, se muestra un ejemplo de aplicacién de este operador, donde a ha sido
elegido aleatoriamente igual a 0,3.

(3.11)

Padres Hijos

{0,10,2030405060,70,809} {0,20,20,30,30,40,50,60,60,7}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3y {0,20,20,30,30,40,30,40,40,5}

Figura 3.17: Cruce lineal extendido (« = 0,3).

Cruce intermedio extendido: Los valores de los genes de los hijos son determinados
segun la Ec. (3.12), donde a; es un valor elegido aleatoriamente en el intervalo [-0,25; 1,25]
(Mdahlenbein et al., 1993). Este operador es equivalente a BLX-0,25 . En la figura 3.18, se
muestra un ejemplo de cruce intermedio extendido.

hlJO 1= {xl + al(yl - xl)f vy X+ an(yn - xn)}

C (3.12)
hijo 2 = {y; + a1 (x; — y1), e, Yo + an (X — yu)}

Padres Hijos

{0,10,20,30,405060,7080,9} {0,20,20,30,20,40,60,30,80,5}
{0,30,20,30,20,30,20,30,20,3y {0,20,20,30,40,40,20,70,20,7}

a={04-02 07 12 03 01 09 0,0 0,7}

Figura 3.18: Cruce intermedio extendido.

Cruce binario simulado (SBX-p): Este operador fue propuesto por Deb (1994) con el objetivo
de simular el operador de cruce por un punto, pero en este caso bajo una codificacion real que
respeta la construccion de esquemas.
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Para ello, utiliza un factor (f), denominado factor de propagacion, que mide la
propagacion de los genes de los hijos con respecto a la de los padres.Este se calcula para cada
uno de los genes, como el cociente entre la distancia de los genes de los hijos con respecto a la
distancia de los genes de los padres. Dados los padres {x; ... x,} e {y; ... ¥,} y los hijos
{uy ... up}y{v; ... v}, el factor de propagacion f; para cada gen se calcula como:

Bi =

Xi—Yi
Uui—v;

parai=1,...,n (3.13)

Para implementar el operador se debe de realizar los siguientes pasos: (1) generar un
namero aleatorio r € rand (0,1), y (2) calcular el valor de 8 usando la Ec. (3.14)

1
2rn+1 r<0,5
B = 1 (3.14)

k[Z(l—l—r)]m r >05

donde # determina la probabilidad de generar individuos préximos o alejados de los padres.
Valores pequefios de 7 generan hijos muy alejados de los padres mientras que valores grandes
de 7 generan hijos muy proximos a los padres. Un valor frecuente es #=1; y (3) determinar los
hijos segln Ec. (3.15). En la figura 3.19, se muestra un ejemplo de aplicacion de este operador.

hijo 1: 0,5[(1 + B)x+ (1 = B)y

. (3.15)
hijo2: 0,5[(1 = B)x+ (1 - By

Padres Hijos
{0,10,20,30,40,50,6} {0,00,20,30,40,50,7}
{0,6050,40,30,20,1} {0,70,50,40,30,2 0,0}

Figura 3.19: Cruce binario simulado (r =0,4; n = 1; B = 1,27).

Operadores de cruce multiparentales: Los operadores de cruce definidos hasta este
momento, parten de dos padres para generar los hijos. Sin embargo, existen operadores de
cruces que utilizan mas de dos padres. Algunos de estos operadores son: el cruce unimodal de
distribucion normal (UNDX-m) (Kita et al., 1998), el cruce parento-céntrico (PCX) (Deb et al.,
2002), y el cruce simplex (Tsutsui y Goldberg, 2002; Renders y Bersini, 1994).

3.7.3. Mutacion

La mutacion es el nombre genérico para aquellos operadores que utilizan un solo
individuo (padre) para generar un nuevo individuo (hijo) mediante el cambio aleatorio de valor
de algunos de sus genes, habitualmente uno.

La mutacion se puede realizar mediante la seleccién de ciertos individuos de la poblacién
y mutarlos antes de ser introducidos en la nueva poblacion, o utilizarla de forma conjunta con
el operador de cruce. Esta Ultima, es la forma habitual de llevar a cabo la mutacion, donde
primeramente se seleccionan los individuos de la poblacion para realizar el cruce. Si el cruce
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es satisfactorio, entonces uno de los descendientes, 0 ambos, son mutados con respecto a una
cierta probabilidad. El proposito es imitar el comportamiento que se produce en la naturaleza,
ya que cuando se generan nuevos individuos se puede producir algun tipo de error, normalmente
sin mayor transcendencia, en el paso de la carga genética de padres a hijos.

La mutacion es por tanto un mecanismo muy interesante, con el cual se puede generar
nuevos individuos con caracteristicas distinta a las de sus progenitores, y permitir busquedas
mas alla de los puntos generados por el genotipo de los padres. A continuacion, se describen
varios operadores de mutacion en el caso de utilizar una codificacion binaria o real.

3.7.3.1. Operadores de mutacidn para representacion binaria

Mutacion de bit: Existe una Unica posibilidad de que se produzca la mutacion de algun bit. De
producirse, el algoritmo elige aleatoriamente un bit y lo invierte. En la figura 3.20, se muestra
un ejemplo de aplicacion de este operador donde se ha elegido el tercer bit para ser mutado.

Padre Hijo

{100110110} {101110110}

Figura 3.20: Mutacion de bit (k = 3).

Mutacion multi-bit: Cada bit tiene una probabilidad de mutarse o no, la cual se recalcula para
cada una de las generaciones. En la figura 3.21, se muestra la mutacion mediante este operador
del tercer y octavo bit.

Padre Hijo

{100110110} {101110100}

Figura 3.21: Mutacion de multi-bit (k =3y 8).

Mutacién de gen: Similar a la mutacion de bit, pero el cambio se realiza para un gen completo.
En la figura 3.22, se muestra un ejemplo de aplicacion de este operador, en el cual, el
cromosoma esta constituido por tres genes y es mutado el gen que ocupa la segunda posicién.

Padre Hijo

{Ii“ 100 || o110 |} {Ii" 011 | o110 |}

Figura 3.22: Mutacion por gen.

Mutacion de intercambio: se intercambia el contenido de dos bits/genes de forma aleatoria.
En la figura 3.23, se muestra el intercambio realizado mediante este operador de los bits que
ocupan la tercera y octava posicion.

Padres Hijos

{100110110} {101110100}

Figura 3.23: Mutacion de intercambio (k= 3y 8).
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3.7.3.2. Operadores de mutacion para representacion real

Mutacion aleatoria uniforme: Si un gen k resulta ser elegido para la mutacion, se genera
aleatoriamente un valor dentro del dominio [Ly, Uy ], donde L, y U, representan el valor minimo
y méaximo que puede tomar dicho gen.

Padres Hijos

{0,10,20,30,40,50,6} {0,00,20,60,40,50,7}

Figura 3.24: Mutacion aleatoria uniforme (k = 3; U; = 0,2; L3 = 0,8).

Mutacion no uniforme: Si un gen k resulta ser elegido para la mutacion, se genera
aleatoriamente un nimero r dentro del intervalo [0,1], de modo que si r < B,, (proporcion de
individuos alejados del gen inicial) se lanza una “moneda”. Si sale “cara”, se suma al valor del
gen un valor aleatorio entre el valor del gen y el valor maximo Uy, y si sale “cruz” se le resta
un valor aleatorio entre el valor del gen y el valor minimo L,. Este proceso se repite hasta que
r=P,.

Mutacién de convolucidn gaussiana: En este caso, la mutacion se realiza mediante la adicién
de ruido sobre el gen que se desea alterar. El ruido se genera mediante una distribuccion normal
de media cero y una cierta desviacion estandar. Dado que se pueden generar valores fuera de
los limites del gen, estos deben ser acotados al rango [Ly, Ux]. Al utilizar una distribucion
gaussiana, se asegura que los cambios introducidos seran minimos. Una alternativa, es utilizar
la distribuccion de Cauchy.

Mutacién de Creep real: Este operador aumenta (o disminuye) aleatoriamente el valor de un
gen una pequefa cantidad. ElI cambio maximo permitido se define por medio de un pardmetro
definido por el usuario. Existen diferentes variaciones de este operador dependiendo de como
se define el cambio mé&ximo permitido (Davis, 1991; Davis, 1989; Kelly y Davis, 1991).

Mutacién de Muhlenbein: Si un gen k resulta elegido para ser mutado, su valor se calcula
mediante la Ec. (3.16).

{x1 ..., xx X rang,yy, ... x,} (3.16)

donde rang, define el rango de mutacion, el cual normalmente es obtenido como 0,1(Uj, — Ly).
El signo + 6 — se define mediante una probabilidad de valor 0,5. Existen diferentes variaciones
de este operador dependiendo de como se calcule y (Muhlenbein y Schlierkamp-Voosen, 1993;
Voigt y Anheyer, 1994).

3.7.4. Operadores de reemplazo.

Fundamentalmente existen dos tipos de algoritmos genéticos dependiendo de cual sea la
estrategia de reemplazo adoptada: los algoritmos genéticos con reemplazo generacional,
tambien conocidos como algoritmos geneticos simples y los algoritmos genéticos con brecha
generacional. En los primeros, la poblacion de padres es completamente reemplazada por la
poblacién de hijos una vez estos han sido engendrados y mutados. En los segundos hay una

64



Capitulo 3: Disefio 6ptimo de estructuras con algoritmos genéticos

proporcion de padres, brecha generacional, que sobreviven. Los algoritmos genéticos con
reemplazamiento generacional tienen una brecha generacional nula, siendo necesario emplear
operadores elitistas para evitar la perdida de los mejores individuos en la poblacién, mientras
que en los algoritmos genéticos con brecha generacional, la misma puede llegar a ser bastante
amplia.

A continuacién se describen algunos de los operadores de reemplazo utilizados para
algoritmos genéticos con brecha generacional.

e Reemplazo de los menos aptos: los hijos engendrados reemplazan a los individuos menos
aptos de la poblacion.

e Reemplazo aleatorio: los hijos engendrados reemplazan a los individuos de la poblacion de
forma aleatoria.

e Reemplazo del individuo mas viejo: los hijos engendrados reemplazan a los individuos méas
viejos de la poblacién. En este operador es necesario emplear operadores elitistas para evitar
la perdida de los mejores individuos.

e Torneo a muerte: Con este operador se selecciona un conjunto de individuos de la poblacion,
donde el menos apto es reemplazado por un hijo.

e Seleccion conservativa: Este operador realiza un torneo entre el individuo mas viejo y otro
elegido aleatoriamente de la poblacion. De estos dos, el méas apto sobrevive y el menos apto
es reemplazado por un hijo. Este operador tiene la ventaja de no reemplazar al mas viejo si
es el mas apto.

3.7.5. Otros operadores.

A continuacion se detallan una serie de operadores que exploran el espacio de soluciones
de una forma maés ordenada: actuando de forma exhaustiva en las ultimas fases de la busqueda,
en las cuales se determina si el proceso se termina con una solucion aceptable o con una solucion
Optima.

Operadores de nicho: Los operadores de nicho se utilizan principalmente en problemas con
muchas soluciones posibles para mantener la diversidad genética, de forma que los cromosomas
son sustituidos solo por cromosomas similares. Aunque, en algunas ocasiones, los operadores
de nicho se consideran mas como estrategias para enfocar la seleccion y la evaluaion de la
poblacién que operadores genéticos (Horn et al., 1994).

Elitismo: El operador elitista tiene como objetivo evitar la eliminacion del individuo o conjunto
de individuos més aptos de la poblacion. La eliminacion del individuo més apto puede provocar
una perdida de informacion valiosa dificultando asi la convergencia.
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3.8. Ajuste y control de un algoritmo genético

Los operadores genéticos suelen llevar asociados una serie de parametros (probabilidad
de mutacion y cruce, tamafio de la poblacién, tamafio del torneo, etc.) que deben ajustarse y
cuyo valor influye de forma drastica en la eficiencia y eficacia del GA.

De forma general, se pueden distinguir dos alternativas diferentes para establecer el valor
de estos parametros: el ajuste o el control.

3.8.1. Ajuste

El ajuste de los parametros se basa en la experiencia previa con problemas similares,
utilizando aquellos valores que han proporcionado buenos resultados. El ajuste se realiza
mediante experimentacion, probando diferentes valores, y eligiendo aquellos que dan mejores
resultados. Aunque esta técnica es sencilla de implemetar, tiene una serie de inconvenientes:

e Probar todos las posibles combinaciones de los parametros es practicamente

imposible.

e Consume mucho tiempo.

e El pardmetro seleccionado no tiene porque ser optimo para el problema tratado.

De Jong (1975) invirtié grandes esfuerzos en determinar un conjunto de valores capaces
de proporcionar buenos resultados a un conjunto de funciones test. Sus conclusiones fueron
que, los siguientes parametros proporcionaban soluciones aceptables para el conjunto de
problemas contrastados: tamafio de la poblacion (50), probabilidad de cruce (0,6), probabilidad
de mutacién (0,001) y elitismo. Para otros problemas pueden no proporcionar tan buenos
resultados. Desde entonces, le han seguido numerosos trabajos en la determinacion de los
mejores parametros (Grefenstette, 1986; Goldberg et al., 1992; Woon et al., 2003). En estos
trabajos, se ha comprobado que cada problema requiere de un ajuste particular para que se
pueda desarrollar completamente su potencial. Otro inconveniente del ajuste es que los
pardmetros permanecen constantes durante todo el proceso, estando en contraposicion con el
espiritu adaptativo propio de un GA. De hecho, se ha demostrado que diferentes valores de
parametros pueden ser los 6ptimos en diferentes etapas del proceso (Eiben y Smith, 2003).

En la tabla 3.3 se muestran algunos de los valores utilizados por diferentes autores para
el tamafio de la poblacion, probabilidad de cruce y mutacion, asi como el nimero maximo de
generaciones.

3.8.2. Control

El control se basa en un concepto totalmente diferente. Se comienza con unos valores
iniciales y es el propio algoritmo, el cual mediante diferentes mecanismos, se encarga de ir
ajustando los parametros segun se suceden las generaciones.

Basicamente, se pueden distinguir dos tipos de mecanismos de control: (1) mediante un
mecanismo de realimentacion heuristico basado en ciertos estimadores que se calculan cada
generacion como: la diversidad poblacional, mejora relativa, variacién de la aptitud de la
solucion, etc. (Rechenberg, 1973; Davis, 1989); o (2) mediante la incorporacion de los propios
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Tabla 3.3: Valores asignados por diferentes autores para el ajuste de los parametros de un algoritmo
genético (Victoria, 2006).

Autor/es n Pc Pm NMG
De Jong (1975) NM 0,60+0,80 0,010<0,020  NM
Grefenstette (1986) 80 0,45 0,010 20
Wang (1991) 100 1,00 0,010 50
Janson y Frenzel (1993) 100 No menciona 0,001 500
Ball, Sargent y Ige (1993) 100 0,30 0,006 180
Koumousis y Georgiou (1994) 20 0,60 0,010 100
Srinivas y Patnail (1994) 30+200 0,50+1,00 0,001+0,05 NM
Croce, Tadeo y Volta (1995) 300 1,00 0,030 3000
Dorndoft y Pesch (1995) 200 0,65 0,001 300
Tate y Smith (1995) 100 0,25 0,750 2000
Keane (1995) 100 0,80 0,005 10
Suresh, Vinod y Sahu (1996) 40+60 0,50+0,70 0,100 NM
Carrol (1996) 100+200 0,60 0,010+0,005 20
Carrol (1996) 50 0,50 0,020+0,040 12
Roston y Sturges (1996) 200 0,50 0,010 150
Furuta, He y Watanabe (1996) NM 0,25 0,010 NM
Liu, Hammad y Itoh (1997) 50 0,80 0,010 100
Gétzi, Uebersax y Kénig (2000) 25+125 0,60+0,90 0,005+0,05 100
Nankorn y Meesomklin (2001) 40 0,80 0,001 100
Nankorn y Meesomlin (2001) 50 0,85 0,05 100
Annicchiarico y Cerrolaza (2002) 100 1,00 0,020 50
Tadeusz y Grzegorz (2003) 70 0.14 0.028 300
Victoria y Marti (2005) 20 0,80 0,003 300

n: tamafo de la poblacion; NMG: nimero maximo de generaciones; y NM: no menciona

parametros dentro de la codificacion de los cromosomas, haciendo que sea el propio proceso el
encargado de controlar sus propios valores. A este Gltimo mecanismo tambien se le denomina
autoadaptacion, y basicamente existen dos variantes: coevolucion (Tuson y Ross, 1996; Back,
1996) y micro-algoritmo genético (u-GA) (Béack, 1995; Lee y Takagi, 1995).

3.8.2.1. Tamafio de la poblacion

El tamafio de la poblacion determina cuantos cromosomas (individuos) forma la
poblacion en cada generacion. Si el tamafio de la poblacion es pequefio, el algoritmo genético
tendra pocas posibilidades de recombinar su informacion, y explorara solo una pequefia regién
del espacio de busqueda. Por el contrario, si el tamafio de la poblacion es excesivamente grande,
la velocidad de convergencia del algoritmo genético es lenta, sin que por ello se aporten
soluciones mejores.
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3.8.2.2. Probabilidad de cruce

La probabilidad de cruce (p.) determina con que frecuencia debe ser realizada la
recombinacion. En el caso de que la probabilidad de cruce sea del 100%, significa que todos
los hijos se reconstruyen a partir de la recombinacion de los padres. Si la probabilidad de cruce
es del 0%, quiere decir que la nueva generacion resulta una copia exacta de los padres.

3.8.2.3. Probabilidad de mutacién

La probabilidad de mutacion (p,,,) establece con que probabilidad, partes del cromosoma
seran mutadas. De modo que si la probabilidad de mutacion es del 0%, los descendientes son
generados directamente despues del cruce. En cambio, si la probabilidad de mutacion es del
100% todos los genes del cromosoma son mutados.

3.9. Funcion de Aptitud

Para el correcto funcionamiento de un GA es necesario disponer de un mecanismo que
indigue si los individuos de la poblacion representan buenas soluciones o no. La funcion de
aptitud establece una medida numérica de la bondad de cada solucién. Por consiguiente, la
funcidn de aptitud aplicada sobre una poblacion de individuos produce como resultado:

1- Un rango que cuantifica la calidad de los resultados.
2- Una conexidn entre el proceso evolutivo y el problema considerado.
3- Una medida del coste computacional asociado al algoritmo genético.

Aunque, inicialmente los algoritmos genéticos fueron desarrollados para resolver
problemas de optimizacion no restringidos, lo mas habitual es que el problema a optimizar
contenga restricciones. En los Gltimos afios se han desarrollado muchas estrategias para
incorporar las restricciones a los algoritmos genéticos. En la bibliografia se puede encontrar
una gran cantidad de técnicas para introducir restricciones en el problema. Estas se pueden
clasificar en cuatro tipos:

e Rechazo: estas estrategias eliminan los individuos no factibles. Sin embargo, los resultados
no son del todo satisfactorios si el nUmero de restricciones es elevado.

e Reparacion: en estas se reparan los individuos no factibles. Su principal inconveniente es su
dependencia con el problema, pudiendo ocurrir que la reparacion del problema sea tan
compleja como el propio problema en si.

e Modificacion de los operadores genéticos: son aquellas que usan operadores especializados
capaces de mantener la factibilidad de las soluciones.

e Penalizacion: estos métodos incluyen de forma indirecta el efecto de las restricciones,
empleando para ello funciones especializadas (de penalizacion), que modifican el valor de
la funcidn de aptitud para forzar que se cumplan las restricciones. La funcion de penalizacion
es la forma mas habitual de manejar las restricciones en los algoritmos genéticos. A
continuacion, se detalla con mas detalle el funcionamiento de los métodos de penalizacion.

68



Capitulo 3: Disefio 6ptimo de estructuras con algoritmos genéticos

En la Tabla 3.4, se muestran algunas de las funciones de aptitud que han sido utilizadas
por diferentes autores.

Tabla 3.4: Funciones de aptitud empleadas en algoritmos genéticos para la optimizacién de forma 'y
topologia de estructuras continuas (Victoria, 2006).

Autor/es Funcién de aptitud
Annicchiarico y Cerrolaza (1999) Peso+1|Ac|? + #|AVp|2 + 1tH, (g., 0) + £(g,, 0)
Hamda y Schoenauer (2000) Peso+a(Dyax — Dinin)
Jakiela, Champan, Duda, Adewuya, y Saitou 1/6max
(2000)
1/(In(compliance))

1/(desplazamiento-area)
1/(desplazamiento-area-perimetro agujero)
1/(desplazamiento-area-perimetro agujero)
1/(desplazamiento-area+(c(area)/perimetro))
1/(desplazamiento-area-(nimero de agujeros+1))
1/(desplazamiento-area+(c(area)/perimetro agujero))
1/(desplazamiento-area+(c(area)/area agujero))

Woon, Querin y Steven (2001) 1/(peso-deflexion media)
Woon, Querin y Steven (2003) LYv/pYa
Zheng, Querin, Barton y Brodie (2003) 1/(peso-8,,ax)
Woon, Tong Querin y Steven (2003) 1/(compliance-area)
1/(Std(o)-éarea)
Garcia y Gonzalez (2003) wy - (V(x)/V (%)) +wy - (max(d(x;))/max(d(x,)))
Victoria y Marti (2004) 1(A+BY.(pb + pd + pt))
Sid et al. (2007) (1/F())/(fmax (1 + L max[0 — gi(x)]))
Chen et al. (2009) w &y ©

3.9.1. Funcion de penalizacion

La idea fundamental consiste en transformar el problema caracteristico en otro sin
restricciones. Para ello, se afiade (0 resta) un determinado valor a la funcion objetivo
dependiendo del grado de violacion de las restricciones en una determinada solucién. De este
modo, la nueva funcién de aptitud @' (x) se puede expresar como:

?'(x) = P(x) + P(x) (3.17)
donde @ (x) es la funcién de aptitud y P(x) la funcion de penalizacion.

Dependiendo del enfoque utilizado, la funcion de penalizacion puede ser: estatica,
dindmica o adaptativa.

3.9.1.1. Penalizacion estatica

En este caso, los factores de penalizacion son establecidos a priori y mantienen sus valores
constantes a lo largo de todo el proceso de optimizacion. En la bibliografia se distinquen
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planteamientos diferentes. De entre ellos, cabe destacar el propuesto por Homaifar et al. (1994)
donde se disponen varios niveles de violacion, fijando para cada nivel un coeficiente de
penalizacidn. Segun este criterio, la funcidn de penalizacién se formula como:

P(x) = z Re; - (max[0,g;(0)]2), k=1,..,1 (3.18)

donde Ry ; son los coeficientes de penalizacion, m el nimero total de restricciones y | el namero
de niveles de violacién. Este método tiene la ventaja de que trata cada restriccion de forma
independiente permitiendo una penalizacion diferente para cada resticcion. Sin embargo, tiene
el inconveniente de que el nimero de coeficientes a determinar es excesivamente elevado:
m(21+1).

Otro planteamiento es el propuesto por Morales y Quezada (1998), los cuales plantean
que la aptitud de un individuo se determina como:

f(x) si la solucién es factible

S
! = k :
f'@) k — z - si la solucion es no factible (3.19)
i=1

donde s es el nimero de restricciones satisfechas, m el nimero de restricciones, k una constante
de valor grande (normalmente k = 10°). Por lo que, cuando un individuo no es factible, no es
necesario evaluar la funcién de aptitud. Este planteamiento es muy conveniente para aquellos
problemas en los cuales la evaluacion de la funcion de aptitud supone un alto coste
computacional. Por otro lado, todos los individuos que violen el mismo nimero de restricciones
tienen la misma aptitud, independientemente de su cercania al espacio de soluciones, lo cual
contradice la idea béasica de las funciones de penalizacion.

Hoffmeister y Sprave (1996) plantean la siguiente funcion de penalizacion

P() = + | H(-gi(x) gi(%)? (3:20)
i=0
donde H(e): R—{0,1} es la funcion Heaviside:
HE ={) =9 (3.21)

El planteamiento de Hoffmeister y Sprave tiene el inconveniente de evaluar siempre las
soluciones no factibles peor que las factibles, lo cual no siempre ocurre (Michalewicz, 1995).

3.9.1.2. Penalizaciéon dinamica

En esta categoria se incluyen estrategias donde los factores de penalizacién son
dependientes de la generacion en la que se encuentre el proceso.

Joines y Houck (1994) proponen la siguiente funcion de penalizacién
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J

m n
P(t) = (€% Df@ + ) D@ (3.22)
i=1 =1
donde t es la generacion; C, a, y B son constantes definidas por el usuario a priori. Joines y
Houck recomiendan € = 0,5; « € [1,2];y 8 € [1,2]. Diﬁ y D; se obtienen de la Ec. (3.23).

0 gi(x) <0

B —
D; <i< -
i 1sism {|gi(x)| en otro caso

0 < h(x) < (3:23)
—ESN\X) s €
D; (%) 1sizn = {Ihi (x)]  en otro caso
Kazarlis y Petridis (1998) proponen:
2 m
P(x,t) = (%) [AZ (H(gi wib(d:(5)) ) + B| 8, (3.24)
i=1

donde A es el factor de severidad de la penalizacion, H(e) es la funcion Heaviside (Ec. 3.18),
w; es el factor de ponderacion para la restriccion i, d;(S) es una medida del grado de violacion
de la restriccion i introducida por la solucién S, @(e) es una funcion de penalizacion que
depende del grado de violacion i, § es un factor binario (“1” si S es no factible y “0” en otro
caso), t es la generacion actual y T es el nimero total de generaciones.

Este planteamiento ha funcionado bien para los problemas planteados por los autores pero
todavia no hay informacién concluyente sobre sus resultados en otros campos.

3.9.1.3. Penalizacién adaptativa

Aunque esta categoria puede ser incluida dentro de las estrategias dindmicas, presenta un
rasgo particular que la distingue claramente. Los factores de penalizacion son actualizados
continuamente en base a la informacion generada durante el proceso de busqueda.

Hadj-Alouane y Bean (1997) propusieron la siguiente expresién como funcion de
penalizacion:

m n
P(x,t) = A(t) Z g2 +Z|hj(x)| (3.25)
i=1 j=1
donde A(t) se actualiza en cada generacion t segun:
(1/B.)A(t) caso 1
At +1) =1 BA>L) caso 2 (3.26)
A(t) en otro caso

donde, el caso 1 ocurre cuando el mejor individuo es factible en las Gltimas k generaciones, y
el caso 2 cuando el mejor individuo no es factible en las ultimas k generaciones, 8, y S, son
constantes que deben cumplir las siguientes condiciones: $, > 1; 1 > B2; Y B1 # B,. De este
modo la penalizacion disminuye si los mejores individuos fueron factibles y se incrementa en
caso contrario.
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Lemonge y Barbosa (2004) proponen un esquema adaptativo, libre de pardmetros, en el
cual se introduce informacién como la media de la funcidn objetivo, y el nivel de violacion para
cada restriccion durante la evolucion:

®(x) s ila solucidn es factible
>'(x) = P (x) + z k;v;(x) enotro caso (3.27)
i=1
donde:

_ (o) f@ > @
P(x) = {% () f(x) <pp(x) (3.28)

_ L@ N
LGP Z i) (329

siendo ug (x) la media de los valores de la funcidn objetivo de la poblacion, v;(x) la violacion
de la i-esima restriccion por el individuo 1, k; el factor de penalizacion de la restriccion i, y n el
tamafio de la poblacion.

3.10. Criterios de parada

Una vez la solucion converge, el algoritmo debe detenerse para que el algoritmo no se
repita indefinidamente. Los criterios de detencién mas habituales son:

e Estabilidad de la aptitud durante t generaciones. El algoritmo se detiene si la aptitud de uno
o varios individuos de la poblacion permanece constante durante t generaciones.

e Entancamiento durante t generaciones. El algoritmo se detiene si la aptitud de uno o varios
individuos de la poblacién no mejora durante t generaciones.

e NuUmero maximo de generaciones o tiempo transcurrido maximo. Se utiliza normalmente
para evitar que el algoritmo siga funcionando, si no es detenido por alguno de los criterios
anteriores.
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CAPITULO 4:

OPTIMIZACION DE TOPOLOGIA CON
ISOLINEAS Y ALGORITMOS GENETICOS

En este capitulo se presenta una nueva metodologia para la optimizacion de topologia con
isolineas y algoritmos genéticos, donde el algoritmo genético dirige el movimiento de una serie
de puntos de control, a partir de los cuales se determinara la isolinea de recorte.

4.1. Introduccién

Con objeto de obtener estructuras con geometrias suaves y de facil interpretacion, ha
tomado una gran importancia el desarrollo de métodos de optimizacion de forma y topologia
de manera integrada.

En algunos de los primeros trabajos, el problema de optimizacion de forma y topologia
se resolvia de manera separada (Lin y Chao, 2000). En estos intentos, los disefios obtenidos
mediante la optimizacion de forma tenian una geometria suavizada, pero manteniendo
invariable la topologia del problema.

Ansola (2000) intercalaba de forma sucesiva etapas de optimizacién de topologia con
etapas de optimizacion de forma, por medio de una serie de iteraciones que se van realizando
en cada etapa. Sin embargo, se debe tener en cuenta que pequefias modificaciones en la forma
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o latopologia pueden alterar el comportamiento de la estructura con respecto a la etapa anterior.
Por lo que es légico pensar que ambas etapas deben relacionarse del modo mas adecuado.

Hsu y Chen (2001) presentaron un proceso integrado para la optimizacion de topologia y
forma. En este trabajo, las isolineas correspondientes a la densidad del material son utilizadas
para determinar las cavidades de la estructura.

Cui et al. (2003) propusieron un método denominado XESO (Extended Evolutionary
Structural Optimization), el cual controla de forma activa la forma y la topologia de la estructura
mediante el empleo de isolineas de tension.

Woon et al. (2003) utilizaron dos algoritmos genéticos para controlar de forma separada
la forma y la topologia dptima del problema. El algoritmo genético externo (external-GA) se
utiliza para optimizar la forma, mientras que otro algoritmo (internal-GA) tiene como objeto
determinar el nimero, forma y posicion de las cavidades internas a partir de las isolineas de
tension de von Mises del problema.

Victoria et al. (2006) proponen un proceso heuristico para la optimizacion de forma y de
topologia de forma integrada. EI proceso elimina material y lo redistribuye en aquellas zonas
en las que el valor del criterio supera la isolinea de un cierto nivel. Abdi et al. (2014) modifican
el método utilizando el método de los elementos finitos extendidos en lugar de una malla fija
de elementos finitos.

Lee y Man (2007) presentaron una metodologia de optimizacion de topologia
denominada “smooth boundary topology optimization”. Para ello utilizan los puntos de control
de una curva B-Spline como variables de disefio. La mejora del disefio se realiza modificando
los puntos de control usando una optimizacion de forma o creando nuevas cavidades. En el caso
de que una nueva cavidad sea creada, esta se representa mediante una nueva curva B-spline.

En este capitulo se presenta un nuevo procedimiento para la optimizacion de forma y
topologia de forma integrada mediante el uso de un GA y el andlisis de la estructura mediante
una malla fija de elementos finitos. EI GA controla el movimiento de una serie de puntos de
control que definen el contorno virtual (Cv) de la estructura. A partir de este contorno virtual,
se extrae las isolineas para un cierto valor de referencia (v,..f). Una vez obtenidas las isolineas,
la topologia se altera mediante la eliminacién y la redistribucion de material en aquellas zonas
donde el valor del criterio (v.;;) sea inferior o superior respectivamente al valor de referencia.
Para el andlisis de la estructura, se utiliza una malla fija de elementos finitos, método descrito
en el capitulo 2. Esta técnica permite modificar la topologia mediante la transformacion de las
propiedades mecanicas de sus elementos. En la figura 4.1, se muestra el proceso para la
eliminacion y/o redistribucion de material a partir del contorno virtual.

4.2. Codificacion para la optimizacion

Para resolver un problema de optimizacién usando algoritmos genéticos, se pueden
utilizar diferentes codificaciones para obtener una solucion dptima. Sin embargo, las soluciones
pueden ser muy diferentes. Por ello, uno de los aspectos clave cuando se resuelve un problema
con un GA es utilizar una codificacion adecuada para el problema.
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materia

malla fija _—contorno estructural

malla fija

(a) (b)

Figura 4.1: Proceso para la extraccion y/o distribucion de material. (a) Definicion del contorno
virtual. (b) Isolinea para el valor de referencia usada para construir un nuevo contorno estructural.

La cadena de bit (o vectores) binaria es la forma més habitual a la hora de representar
usando algoritmos genéticos simples (0 candnicos). Sin embargo, en muchos casos la
representacion utilizada para la optimizacion de topologia emplea una representacion basada
en una cadena de valores reales. Normalmente, este tipo de representaciones se utilizan en
aquellos problemas donde se requiere una relacion explicita entre el genotipo y el fenotipo, lo
que permite representar directamente el fenotipo, siendo innecesario un proceso de
decodificacion.

El objetivo principal del GA es dirigir la busqueda de la topologia dptima mediante el
movimiento de una serie de puntos de control (PC). Este planteamiento se asemeja a una
optimizacion de topologia basada en variacion de contorno, pero con la salvedad de que los PC
no definen el contorno exterior de la estructura, sino que son utilizados, exclusivamente, para
establecer el valor de la isolinea de referencia a partir de la cual se determina el contorno
estructural (ver figura 4.1).

A continuacion se describen las cuatro codificaciones estudiadas para describir el
movimiento de los PC.

Codificacion 1: Esta codificacion se basa en una cadena binaria donde un bit representa el
movimiento de un PC. Si el bit tiene un valor igual a “0”, el PC no presenta movimiento. Si el
bit tiene un valor igual a “1”, el PC realiza un movimiento. Este movimiento se caracteriza por
su magnitud ¢ y la direccion 6 prestablecida, siendo siempre el sentido de movimiento hacia el
interior de la estructura (ver figura 4.2).

RS S S S S e D

Cromosoma: 0111100011110

Figura 4.2: Representacion de un cromosoma usando la codificacion 1.
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Codificacion 2: Codificacion binaria donde se utilizan dos bits por gen para representar el
movimiento de cada uno de los PC. Por tanto, la longitud de los individuos ser& dos veces el
numero de PC. EI primer bit hace referencia a la capacidad de movimiento del PC. De forma
que, un valor igual a “0” representa un PC sin movimiento y un valor igual a “1” representa un
PC con movimiento. El segundo bit hace referencia al sentido de movimiento. Un valor igual a
“1” representa un sentido de movimiento hacia el interior de la estructura, mientras que un valor
igual a “0” representa un movimiento hacia el exterior de la estructura, considerando la
restriccion geometrica que constituye el dominio de disefio inicial.

Cromosoma: 0* 11 11 11 0* 10 10 100* 11 11 11 0*

Figura 4.3: Representacion de un cromosoma usando la codificacion 2.

Codificacion 3: En esta nueva codificacion se consideran 3 bits por gen, un bit mas que en la
codificacion 2. Este nuevo bit controla la magnitud de movimiento, pudiendo presentar dos
valores (61, 6,). Un valor igual a “1” representa un tamafio de paso §;, mientras que un valor
igual a “0” representa un tamafio de paso §,. Al igual que en la codificacion 2, no se admiten
posiciones de los PC fuera del dominio de disefio inicial.

Cromosoma: 0** 110 111 110 0** 100 101 100 0** 110 111 110 0**

Figura 4.4: Representacion de un cromosoma usando la codificacion 3.

Codificacion 4: La cuarta codificacion esta constituida por una cadena de numeros reales de
modo que cada uno de los bits representa directamente la magnitud de movimiento de cada uno
de los PC. El tamafio de paso esta limitado por un valor superior e inferior. Un valor positivo
indica que el movimiento se debe realizar en sentido interior a la estructura. En caso de ser un
valor negativo, el sentido sera hacia el exterior de la misma.

0,0 , , 0,0 075 175125 0,0

Cromosoma: 0,0 1,0 1,5 2,0 0,5 -0,5 -1.25 -1,0 0,0 0,75 1,75 1,25 0,0

Figura 4.5: Representacion de un cromosoma usando la codificacion 4.
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4.3. Extraccién de la topologia

Una vez se han establecido las posiciones de los PC, es necesario construir el contorno
exterior, y determinar la forma y la posicion de las cavidades. Para ello, en primer lugar, se
debe determinar el valor de la isolinea de referencia. A continuacion, se realizan los cambios
en la forma y en la topologia de la estructura usando un algoritmo de recorte.

4.3.1. Isolineas de referencia

Una isolinea es una curva que conecta puntos geométricos cuyos valores para un criterio
elegido presentan la misma magnitud. Geométricamente, una isolinea se puede obtener
mediante la interseccion entre la superficie del criterio y el plano horizontal que define el valor
de referencia.

A la hora de definir la topologia de un disefio mediante el uso de las isolineas para la
detectar posibles cavidades, se debe considerar dos aspectos clave (Victoria, 2006):

e La generacion de isolineas es un proceso evolutivo, de forma que la generacion de un
conjunto de cavidades reorganiza la distribucion del criterio sobre la cual se determinaron,
lo que puede dar lugar a la generacion de nuevas cavidades. Resaltar que, algunas de estas
isolineas son cruciales para la evolucion de la estructura, mientras que otras influyen
desfavorablemente en la optimalidad del disefio.

e La generacion continua de isolineas es un proceso altamente dindmico e interactivo. De este
modo, la creacién o eliminacién de alguna de las isolineas implica grandes cambios en la
distribucion del campo y por tanto en la forma y localizacion de las posteriores isolineas.

4.3.1.1. Criterio de referencia para la extraccion de las isolineas

Woon (2002) obtiene el valor de referencia vrer a partir del valor maximo vmax y del valor
minimo Vmin y UN porcentaje de referencia v ref de las tensiones de von Mises o de la energia
de deformacion, Ec. (4.1).

_ Vop,ref
Vref = 100

donde veerer Se elige en funcion de la experiencia del usuario o del estudio de la distribucion
inicial del criterio. Valores habituales para veref , caso de estimar la rigidez estructural,
alrededor del 1% y del 10% en caso de tension.

(vmax - vmin) + Umin (4-1)

Victoria y Marti (2004) obtienen el valor de referencia de la isolinea, a través del
promedio de las tensiones de von Mises avm correspondientes a los nn nodos incluidos en el
disefio, y un coeficiente Cyy que permite modular el resultado final.

Np

C, 1
Uref = Wn(l)az Oym,i (4.2)

i=1

En Victoria y Marti (2005) se presenta otra expresion para obtener el valor de referencia.
Esta expresion depende de un coeficiente definido por el usuario RR, del nimero de puntos de
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control que definen la forma exterior del contorno de la estructura np, y del valor de la tension
de von Mises a,,,,,; en el punto clave i.

n

RR 1
Uref = W@Z Oym,i (4.3)
i=

En Victoria (2006) se presenta una nueva expresion para establecer el valor de la isolinea
de referencia.

Vref = Omin T @ Omed (4-4)

donde gpin Y 0meq SON €l valor minimo y el valor medio respectivamente, obtenidos a partir de
los nodos en el interior o sobre el contorno de la estructura y o s un ratio mayor que cero cuyo
valor depende de la variacion de volumen entre dos iteraciones consecutivas.

Abdi et al. (2014) establecen el valor para la isolinea de referencia como:
Vref = SEDmin (4.5)
donde SED,,;, es la densidad de energia de deformacion minima.

Tras estudiar las diferentes alternativas encontradas en la bibliografia, el criterio utilizado,
en esta tesis, para determinar el valor de referencia v, ha sido:

Npc

1
Vref = Vmed,pC = N_PCZ Vv (4.6)
=1

donde vpeqc, €S la media aritmetica de los valores (tensiones de von Mises o energia de
deformacion) de los Np puntos de control, donde v; son los valores del criterio en dichos PC.
Sin embargo, el valor obtenido para extraer la isolinea de referencia usando este criterio puede
ser inadecuado si existe una elevada dispersion entre los valores de los PC. Este hecho, ocurre
sobre todo, cuando existen cargas concentradas aplicadas sobre el contorno y la optimizacion
esta en las primeras iteraciones. Para contrarrestar este inconveniente, se propone el siguiente
filtro para reducir los valores extremos:

_ {ViFil = Vmedpc T Ustdpc Sl Vi > Vmedpc T Ustd,pC

v = (47)
v; en otro caso

donde v; r;; es el valor del criterio filtrado en el punto de control i; v,,.qpc €S la media

aritmética de los valores en los PC; y vy, pc €S la desviacion estandar de los valores de los

puntos de control (Ec. 4.8). En la figura 4.6, se ilustra graficamente el funcionamiento del filtro

propuesto.

Npc

1 2 4.8
VUstd,pc = N_ch(vi - Umed,Pc) (4.8)
i=1
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Figura 4.6: Filtrado de valores del criterio. (a) Dominio y posicion PC. (b) Valores anteriores a la
aplicacién del filtro. (c) Valores filtrados.

4.3.1.2. Tipos de isolineas de referencia

La extraccién de las isolineas se puede realizar usando criterios como: las tensiones de
von Mises, la energia de deformacion o la densidad de energia de deformacion.

Las isolineas de las tensiones de von Mises pueden determinarse facilmente sobre un
estado bidimensional a partir de la expresion

Ooym = Jaf + 0% — 0,0, (4.9)

en un sistema de ejes principales, o mediante

oyMm = \/0,? + 0} — 0,0y + 372, (4.10)

en un sistema de ejes no principales.

Las isolineas de la energia de deformacion o compliance C, en el caso de un analisis
elastico lineal, se pueden determinar a partir de la expresion
1

1
I S, 411
C sfu=-u'Ku (4.11)

donde f y u son el vector de fuerzas y de desplazamientos.

En el caso de que el dominio se divida con elementos de diferentes tamafios o espesores,
deberia utilizarse la densidad de energia de deformacion (Strain Energy Density, SED) como
criterio en lugar de la energia de deformacion. Para ello, solo es necesario dividir la energia de
deformacion entre el volumen.
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C
SED = — 4.12
v (4.12)

4.3.2. Recorte

Una vez determinado el valor de la isolinea de referencia del criterio seleccionado, la
forma y topologia de la estructura se obtiene usando un algoritmo de recorte para el valor de la
isolinea de referencia (IR). En esta tesis, se ha utilizado el algoritmo Marching Triangles (MT)
(Hinton y lllingworth, 1997).

El algoritmo MT se basa en el principio de “divide y venceras”, resolviendo una serie de
sub-problemas sencillos que al combinarse proporcionan la solucién del problema global. Para
ello, divide los elementos cuadrados en cuatro celdas triangulares mediante la introduccion de

un nuevo punto en el centroide del elemento C(ge). Dicho centroide se determina mediante la
localizacion del lugar geométrico cuyo valor es el promedio de los valores de los cuatro nodos
del elemento original.

En funcion del valor de referencia de laisolinea y de los valores del criterio en los vértices
del triangulo, se presenta uno de los cuatro estados topolégicos recogidos en la figura 4.7. Un
vértice se etiqueta con un valor igual a “1” si el valor del criterio en el vértice es mayor que el
valor para la IR, mientras que un vértice se etiqueta con un valor de “0” si el valor en el vértice
es menor que el valor para la IR. Si todos los vértices son etiquetados con un valor igual “1” 6
“0”, la IR no intersecta al triangulo (figuras. 4.7a'y 4.7d). Por el contrario, si se tienen etiquetas
con diferentes valores, la IR intersecta al triangulo (figuras. 4.7b y 4.7c¢). La interseccion entre
el tridangulo y la IR se determina mediante interpolacion (p.ej.: lineal) de aquellas aristas que
presentan diferentes etiquetas en sus extremos.

(a) (b)
Figura 4.7: Estados topoldgicos de recorte posibles.

(d)

Tras aplicar el algoritmo de recorte, los elementos son clasificados como interiores (In,
), exteriores (Out, O) o de borde (Boundary, B). Un elemento se clasifica como interior si todos
los nodos del elemento son etiquetados con “1”. Un elemento es exterior si todos los nodos son
etiquetados con “0” y de borde si tiene nodos con ambos tipos de etiquetas.

Como se describio en el capitulo 2, los elementos clasificados como |1 6 O obtienen
directamente sus valores de ratio de area normalizados & = 1y & = 0, respectivamente. En el
caso de un elemento de B, & adopta un valor comprendido entre 0 < £ < 1.

Para determinar el ratio de area normalizado de los elementos de B, se recurre al algoritmo
de recorte para determinar la region del elemento que es interior. En la figura 4.8, se muestra

80



Capitulo 4: Optimizacion de topologia con isolineas y algoritmos genéticos

un ejemplo, en donde el area de la region interior del elemento Age) se obtiene a partir de la Ec.
(4.13)

nc
A© = z ICUSCHNyICONpICONIC) (4.13)
i=1
donde AI(Ci) es el area interior de cada uno de los tridngulos en los que se ha dividido el elemento.
Por tanto, el ratio de area normalizado de los elementos de borde se obtiene como el cociente
entre el area recortada Afe) y el area total del elemento A(®).

€ _ Age) _ Agcl) +A§C2) +A§C3) +A§C4) (414)
A®© axXb

Figura 4.8: Area interior encerrada por la isolinea de referencia en el caso de un elemento de borde.

4.4. Analisis con malla fija

El método de elementos finitos usando una malla fija (Fixed Grid-Finite Element Method
FG-FEM) conlleva las siguientes ventajas con respecto al andlisis de elementos finitos
tradicional: (1) la disociacion entre la malla de elementos finitos y el contorno estructural
(Garcia et al., 1999); (2) no es necesario regenerar la malla durante la optimizacion, por lo que
el tiempo computacional es significativamente reducido (Garcia y Steven, 2000); y (3) no
genera soluciones con formas que recuerdan a un tablero de ajedrez (Maan et al., 2007).

El método FG-FEM es capaz de adaptarse a los nuevos contornos y a la formacion de
nuevas cavidades mediante la modificacion de las propiedades mecénicas de los elementos
finitos de la malla fija.

Para obtener la respuesta estructural el analisis se realiza utilizando el programa ANSYS
MECHANICAL APDL v16.1. Cabe pensar que un programa de analisis integrado en el propio
programa utilizado para llevar a cabo la optimizacion (Matlab R2014a) podria ser mas rapido,
pero no es el caso. Ademas, aunque existen librerias de elementos finitos para Matlab, estas no
son tan extensas y eficaces como el programa utilizado. No obstante, apuntar que el algoritmo
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desarrollado es independiente del programa de analisis utilizado, por lo que resulta sencillo
incorporar otros programas mediante un simple reajuste en las variables de entrada y salida.

4.5. Funcion de aptitud

Otro de los aspectos cruciales en un GA es la correcta elaboracion de una funcion de
aptitud (Fapt), ya que esta determina el espacio de soluciones en el cual el GA busca el 6ptimo
del problema. A continuacion, se describen las funciones de aptitud estudiadas.

4.5.1. Funcion de aptitud basada en la compliance estructural

Maximizar la rigidez es uno de los criterios clave a la hora de obtener estructuras 6ptimas
y es equivalente a minimizar la inversa de la compliance. La compliance de una estructura se
relaciona con la energia de deformacién que se encuentra acumulada en el interior de un sélido.
Por tanto, un problema de minimizacion de la compliance es equivalente a un problema de
optimizacion donde se minimiza la energia de deformacién para un volumen dado.

La funcidén de aptitud basada en criterios de rigidez es la propuesta por Woon (2002) o
Victoria (2006), la cual minimiza la inversa del producto de la compliance estructural C por el
volumen V:

1 1

F= = o ” 4.15
CV XTI CA@LYTE & (4.15)

donde C; es la compliance en un nodo i, A es el 4rea del elemento, t el espesor del elemento,
¢; el ratio de area normalizado del elemento j, y n, y n, el nimero de nodos y de elementos
respectivamente.

4.5.2. Funcion de aptitud basada en la tension

El concepto de un disefio totalmente tensionado (Fully Stressed Design, FSD) es uno de
los criterios de optimalidad més utilizados en el &mbito de la ingenieria.

En esta tesis se utiliza la funcion de aptitud propuesta por Woon (2002) o Victoria (2006),
para optimizar la uniformidad del nivel de tension, como
1 1

S V 1 N e
7 N—Mziff(ai — Omea)® A(e)tzj'lﬂ $j

(4.16)

donde S, es la desviacion estandar asociada a las tensiones de von Mises en los PC, con la
diferencia de que, en este trabajo se considera sobre el Cyy no sobre el contorno real.

4.6. Caracteristicas del algoritmo genético implementado

A continuacion se detallan las caracteristicas y los operadores utilizados en el GA:

¢ Inicializacion: en todos los casos es de tipo uniforme, para cada uno de los bits que
componen el cromosoma se genera un numero aleatorio comprendido entre el valor superior
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e inferior que puede tomar el bit. EI nimero generado pertenece al dominio binario o real
dependiendo del tipo de codificacion.

e Seleccion: se han implementado tres operadores diferentes: (1) muestreo universal
estocastico, (2) muestreo por ruleta, y (3) seleccion por torneo.

e Cruce: Para representaciones binarias: (1) cruce por un punto simple, (2) cruce por multiples
puntos, y (3) cruce uniforme. Para representaciones reales, los operadores de cruce posibles
son: (1) cruce aritmético simple, (2) cruce aritmético completo, (3) cruce lineal extendido,
(4) cruce intermedio extendido, y (5) cruce binario simulado.

e Mutacion: Para representaciones binarias: (1) mutacion por bit, o (2) mutacion de
intercambio. Para representaciones reales, los operadores son: (1) mutacion uniforme, o (2)
mutacién no-uniforme.

e Micro-algoritmo genético (u-GA): Es el término usado para referirse a aquellos algoritmos
genéticos que usan pequefias poblaciones con reinicializacion. Debido al uso de pequefias
poblaciones, la convergencia del método puede ocurrir de forma prematura, por lo que es
necesario una reinicializacion de la poblacion para mantener la diversidad en la misma. El
método se considera que converge cuando el nimero de individuos con el mismo alelo para
un determinado bit es superior al 80% del tamafio de la poblacion. Una vez detectada la
convergencia del método, se origina una nueva poblacién aleatoria donde el cromosoma con
la mejor aptitud de la poblacion anterior se incorpora a la nueva poblacion.

¢ Elitismo: Debido al uso de poblaciones de pequefio tamafio, los individuos mejor adaptados
pueden desaparecer de la poblacién, provocando una pérdida de informacion, lo que dificulta
su convergencia. Por ello, el individuo mejor adaptado de la generacion anterior se copia
directamente a la generacion actual.

4.7. Proceso de estabilizacion.

Cuando se define la nueva topologia a partir de una isolinea, la distribucion del criterio a
partir de la cual se generd puede verse modificada. Por lo que, antes de continuar con una nueva
generacion, se lleva a cabo un proceso de estabilizacion si el cambio de volumen entre la
iteracion anterior y la actual es mayor a un volumen de cambio méximo permitido AV% (Ec.
4.17). Valores tipicos de AV% = 1 + 2%.

V.
AVY% = (—‘ - 1) -100 (4.17)
Vie1

En la figura 4.9, se muestra como se readapta el valor de las tensiones de von Mises
después de modificar la topologia al realizar un recorte a partir de las isolineas de tension de
valor 15 MPa.
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(@) (b)

Figura 4.9: Alteracion de la distribucion de tensiones de von Mises. (a) Dominio inicial. (b) Dominio
recortado para un valor de tensiéon de 15MPa.

4.8. Metodologia para la optimizacion de topologia con malla fijay
algoritmos geneticos

En el diagrama de flujo representado en la figura 4.10, se muestra de forma esquematica
el proceso de optimizacion de topologia mediante el uso de un GA y el anélisis con una malla
fija de elementos finitos. A continuacién, se describen los principales pasos del algoritmo
planteado:

1. Definir las caracteristicas del dominio inicial de la estructura: longitud, altura, espesor,
regiones optimizables, regiones no optimizables, etc.

2. Definir los parametros del GA: u-GA, codificacion, tamafio de la poblacion, tipo de
seleccidn, tipo de cruce, tipo de mutacion, probabilidad de cruce y mutacion, elitismo,
funcidn de aptitud, y namero maximo de generaciones.

3. Establecer los parametros de la malla fija: nimero de elementos en ambas direcciones,
modulo de Young para material real y virtual, coeficiente de Poisson, tipo de elementos,
orden de integracidn, condiciones de carga, condiciones de disefio, etc.

4. Situar los PC que define el Cy.

5. Establecer los pardmetros de movimiento (direccion, sentido, y magnitud de movimiento
de los PC, en funcién de la codificacion utilizada).

6. Analizar la respuesta estructural.
7. Generar una poblacién pseudo-aleatoria de Np individuos.

8. Descodificar cada uno de los cromosomas, obteniendo el nuevo Cy para cada uno de los
individuos.

9. Determinar el valor de la IR para cada uno de los individuos.

10. Analizar la respuesta estructural para cada uno de los individuos. En el caso de que un
elemento se encuentre intersectado por la IR, utilizar el algoritmo de recorte para
determinar la parte proporcional del elemento que se encuentra en el interior de la
estructura.
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Inicio

Dominio inicial
Caracteristicas FG-FEM
Parametros AG
Posicion inicial de los PC
Parametros de movimiento PC

|

FG-FEM

|

Poblacion pseudo-aleatoria de individuos

|

Decodificar poblacion
Valor isolinea de referencia

Evaluacion aptitud

!

Eleccion del mejor individuo

FG-FEM

Proceso de estabilizacion

Criterio de parada

Operadores genéticos

Figura 4.10: Diagrama de flujo para la optimizacion de topologia con isolineas, malla fija y
algoritmos genéticos.

. Evaluar la funcion de aptitud para cada uno de los individuos.
Identificar el individuo con mejor aptitud.

. Si el cambio de volumen es mayor al volumen de cambio méaximo permitido, ir a al paso
14. En caso contrario, ir al paso 15.

. Analizar la respuesta estructural para el mismo valor IR del individuo mejor adaptado.
Obtener la nueva topologia y continuar en el paso 13.

. Comprobar si se ha alcanzado el nimero maximo de iteraciones o la fraccion de volumen
minima. Si se cumple alguno de los dos criterios ir al paso 17. En caso contrario, ir al paso
16.

85



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

16. Aplicar los operadores genéticos: seleccion, cruce, mutacion, elitismo y u-GA. Aumentar
el nimero de generacién en uno y volver al paso 8.

17. Detener el proceso de optimizacion.

En los apartados siguientes se describe el plan de trabajo llevado a cabo para seleccionar
y configurar los parametros del GA de modo que se obtengan los mejores resultados. Uno de
los aspectos clave cuando se resuelve un problema de optimizacion mediante GA es utilizar una
codificacion adecuada para el problema, por ello, en el apartado 4.9 se estudia y selecciona la
mejor codificacion entre las cuatro descritas anteriormente a traves de la optimizacion de tres
ejemplos tipo. A continuacion, en el apartado 4.10, se optimiza de nuevo uno de los ejemplos
utilizando una curva B-spline para definir el contorno virtual en vez de una curva poligonal.
Las curvas B-spline permiten describir curvas de una elevada precision con un menor nimero
de puntos de control. Por ello, en este apartado primero se estudia el efecto del nimero de
puntos de control para definir la curva B-spline y a continuacion se hace un estudio paramétrico
del tamafio de la poblacidn, ya que el tamafio de la poblacion esta relacionado implicitamente
con tamafo del cromosoma. Por tanto, una reduccion en el nimero de puntos de control supone
una reduccion: del tamafio de la poblacion y por ende del nimero de analisis por iteracion y del
tiempo computacional. En el apartado 4.11 se optimizan y comparan los resultados obtenidos
mediante el uso de diferentes tipos de funciones de aptitud. Finalmente, en el apartado 4.12, se
hace un estudio paramétrico para un ajuste fino de los pardmetros del GA (probabilidad de
cruce, tipo de operador de seleccion, tipo de operador de cruce y convergencia del u-GA) ya
que estos afectan a los procesos de exploracion y explotacion, pudiendo conducir a
convergencias lentas o prematuras.

4.9. Influencia de la codificacion

En este apartado se pretende estudiar el efecto de la codificacion sobre la topologia
Optima. Para ello, se han optimizado tres ejemplos: el voladizo corto de Michell, la viga
biapoyada de Michell y la viga de Messerschmidt-Bolkow-Blohm (MBB), utilizando las
codificaciones 1, 2, 3 y 4 descritas en el apartado 4.2.

En todos los ejemplos, el elemento finito utilizado es el elemento plano rectangular para
tension plana de cuatro nodos, utilizando cuatro puntos de Gauss para su integracion numeérica.
El criterio seleccionado es la isolinea de energia de deformacién (Ec. 4.11) y la funcién de
aptitud utilizada esta basada en la compliance (Ec. 4.15).

Los valores de los parametros que definen las dimensiones del dominio de disefio
(longitud, altura y espesor), y el andlisis de elementos finitos con malla fija (numero de
elementos en direccion longitudinal y transversal, médulo de elasticidad real, relacion entre
modulo de elasticidad real y virtual, coeficiente de Poisson, el volumen de cambio méaximo
permitido y la fraccion de volumen) usados se muestran en la tabla 4.1.

Los pardmetros que gobiernan el algoritmo genetico (tamafio de la poblacion, operadores
seleccion, cruce y mutacion, probabilidad de cruce y mutacion, longitud del cromosoma,
funcion de aptitud, elitismo y convergencia u-GA) se encuentran recogidos en la tabla 4.2 en
funcién del tipo de codificacion, y los cuales son los mismos para todos los ejemplos
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Tabla 4.1: Parametros que controlan las dimensiones del dominio de disefio, y el analisis de
elementos finitos con malla fija.

Ejemplo L h e Malla E E/Ec v AV% V/V,
(mm) (mm) (mm) (MPa)

Voladizo de Michell 16 10 1 96x60  210-10° 10* 03 1 0,20

Viga de Michell 200 80 1 110x44 210-10°% 10* 03 1 0,20

Viga MBB 900 150 1 180x30 210-10° 10* 03 1 0,25

Tabla 4.2: Parametros del algoritmo genético.

Ejemplo Cod.1 Cod.2 Cod.3 Cod. 4
NUmero de individuos, Np 20 20 20 20
Operador seleccion ST ST ST ST
Operador de cruce Ccu Ccu Ccu RAC
Operador de mutacion MB MB MB MU
Probabilidad cruce pc 0,8 0,8 0,8 0,8
Probabilidad de mutacion pm 0,1 0,1 0,1 0,1
Longitud cromosoma 20 40 60 20
Elitismo 1 1 1 1
u-GA 80% 80% 80% 80%

ST = Seleccion por torneo; CU = Cruce uniforme; RAC = Recombinacion aritmética
completa; MB = Mutacidn por bit; MU = Mutacion uniforme

4.9.1. Voladizo corto de Michell con carga centrada en el borde libre

El primer ejemplo optimizado es el voladizo corto de Michell. Este voladizo esta
sometido a una fuerza vertical de 1000 N en el centro del extremo libre. Las dimensiones del
dominio de disefio son de 16 mm de longitud, 10 mm de altura y 1 mm de espesor. Para realizar
el analisis se ha utilizado una malla fija de 96x60 (5760) elementos. En todos los casos, se ha
considerado la estructura completa sin tratar la simetria estructural.

Sobre el extremo libre del voladizo se han dispuesto un total de 9 puntos de control
uniformemente distribuidos. Los puntos de control se mueven en direccion perpendicular al
contorno inicial salvo el punto de control situado sobre la fuerza que se considera como punto
de no disefio. El tamafio de paso para la codificacion 1 y 2 es de § = 0,15 mm. Para la
codificacion 3, los tamafios de paso considerados son &,,;, = 0,15 MMy 6,,4, = 0,3 mm. Para
la codificacion 4, los puntos de control pueden presentar movimientos dentro del intervalo
comprendido entre -0,5y 0,5 mm.
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16 mm

10 mm

5mm

Figura 4.11: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
Dominio de disefio.

En la figura 4.12, se muestran algunas de las topologias que han ido surgiendo durante el
proceso de optimizacion para las codificaciones 1, 2, 3, y 4. En el caso de la codificacién 1, no
se consigue alcanzar la fraccion de volumen deseada, sin embargo la menor fraccion de
volumen se obtiene en la generacion 57, con un valor para la compliance de € = 6,77-10°Nmm
y una fraccion de volumen de V /V,, = 0,28. Para la codificacion 2, el éptimo se obtiene en la
generacion 73, con un valor para la compliance de € =9,87-10° Nmm y una fraccion de
volumen de V /V, = 0,20. Para la codificacion 3, el 6ptimo se obtiene en la generacion 191, con
un valor para la compliance de ¢ = 9,58-10° Nmm y fraccion de volumen de V /V, = 0,20. Y
usando la codificacién 4, el 6ptimo se obtiene en la generacion 108, con un valor para la
compliance de € = 9,02-10 Nmm y fraccion de volumen de V /V, = 0,2.

Como se puede apreciar, los disefios 6ptimos para las codificaciones 2, 3 'y 4 (soluciones
con la misma fraccion de volumen) presentan la misma topologia pero con diferentes
geometrias. Estas diferencias en la geometria se pueden encontrar en la literatura (figura 4.13a
y b). Si se compara dichas topologias con la soluciéon optima utilizando elementos de barras
obtenida con el programa TTO (Truss Topology Optimization) (figura 4.13c) se aprecia como
la topologia obtenida mediante la codificacion 3 se ajusta de forma mas precisa al disefio 6ptimo
de barras articuladas. Sin embargo, la topologia obtenida con la codificacién 4 es la mas rigida.

También, se puede apreciar como el Cy se va adaptando al contorno exterior de la
estructura, definido por las isolineas, conforme aumenta el niUmero de generaciones, sin ser
necesario que se adapte de forma completa para alcanzar la fraccion de volumen deseada.
Ademas, aunque los puntos de control no se muevan simétricamente, la topologia obtenida en
todo momento es siempre simétrica, ya que el contorno exterior de la estructura depende del
valor de la isolinea de referencia y no del contorno virtual.

En la tabla 4.3, se muestran los valores correspondientes a las tensiones de von Mises
maxima, media y minima, el desplazamiento méximo, la compliance, la fraccion de volumen,
la aptitud y el tiempo acumulado en distintas generaciones para las cuatro codificaciones.
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Figura 4.12: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100 N centrada sobre el borde
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(@ (b)
Figura 4.13: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100 N centrada sobre el borde libre. (a)
Método MFAG-i. (b) Método MFAG-i. (Victoria, 2006). (c) Disefio 6ptimo para 6 nudos mediante
TTO (Castejon, 2003).

Tabla 4.3: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
Resultados para diferentes generaciones y codificaciones.

Cod omax ol omin D, nax Compliance V' Aptitud  Tiempo
(MPa)  (MPa) (MPa) (mm) (N-mm) Vo (NTmm™) ()

o 17 173,53 39,10 4,81 3,9E-05 2,87E-03 0,80 2,69 109,40
S 27 17377 4359 714  42E-05 3,33E-03 0,69 2,79 175,99
.é 38 213,73 61,41 12,27 5,4E-05 4,54E-03 0,45 3,00 253,08
% 57 297,49 83,18 20,95 7,5E-05 6,77E-03 0,28 3,14 391,98
© 149 237,78 65,03 14,69 5,8E-05 5,02E-03 0,41 3,05 1123,52
~ 11 173,45 37,91 541 3,9E-05 2,80E-03 0,84 2,64 64,57
:E 16 173,53 39,14 5,93 3,9E-05 2,87E-03 0,80 2,69 90,78
.é 25 173,82 44,27 6,55 4,2E-05 6,46E-03 0,63 2,80 135,06
% 31 215,77 61,87 10,69 5,56E-05 4,58E-03 0,45 3,01 187,81
© 73 335,14 112,08 28,62 8,8E-05 9,07E-03 0,20 3,10 446,75
- 11 173,54 39,28 6,74 3,9E-05 2,84E-03 0,80 2,67 70,67
:5 18 173,97 46,69 4,15 4,4E-05 3,34E-03 0,63 2,79 118,20
.é 28 216,20 58,50 9,44 5,3E-05 4,41E-03 0,45 2,97 188,59
% 103 289,55 76,72 9,25 7,2E-05 6,13E-03 0,31 3,09 744,24
© 191 370,56 117,56 8,58 9,2E-05 9,58E-03 0,20 3,15 1512,27
- 12 173,47 39,26 5,72 4,0E-05 2,85E-03 0,8 2,68 53,86
5 28 196,28 52,36 9,37 4,9E-05 4,10E-03 0,51 2,97 156,10
.é 37 207,41 58,98 11,99 5,3E-05 4,41E-03 0,46 3,01 220,15
% 102 270,44 83,58 19,43 6,8E-05 6,45E-03 0,31 3,06 697,35
© 108 344,69 111,40 28,00 9,5E-05 9,02E-03 0,20 3,12 744,77

En la figura 4.14, se muestra la evolucion de la compliance, la aptitud, la fraccion de
volumen, los desplazamientos maximos, las tensiones de von Mises media y el tiempo
acumulado para las cuatro codificaciones. En la figura 4.14a, se puede apreciar como las
topologias Optimas obtenidas con las codificaciones 2 y 3 son menos rigidas (9,42%; 6,20%
respectivamente) que la obtenida con la codificacion 4.
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Figura 4.14: Voladizo corto de Michell con fuerza vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
(@) Evolucion de la compliance. (b) Evolucion de la aptitud. (c) Evolucién de la fraccion de
volumen. (d) Evolucidn del desplazamiento maximo. (e) Evolucidn de la tensién de von Mises
media. (f) Evolucién del coste computacional.

En la figura 4.14c, se aprecia como la fraccion de volumen para las codificaciones 2, 3y
4 son iguales a la fraccion de volumen establecida (V /V, = 0,20). Sin embargo, el uso de la
codificacion 1 no permite alcanzar la fraccion de volumen deseada. Ello se debe a que al fijar
un unico sentido de movimiento para los puntos de control, estos no pueden corregir su posicion
una vez alcanzado el contorno exterior.

En la figura 4.14d, se aprecia que los disefios 6ptimos finales con la codificacion 3, y 4,
presentan desplazamientos maximos mayores (4,54% y 7,95% respectivamente) que los
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obtenidos con la codificacion 2. Sin embargo, los disefios dptimos finales obtenidos con las
codificaciones 2 y 3, presentan tensiones de von Mises medias mayores (0,6% y 5,40%
respectivamente) que la obtenida usando la codificacion 4 (figura 4.14e).

En la figura 4.14f se muestra la evolucién del tiempo computacional con respecto al
namero de generacion. Como se puede apreciar, la codificacion 3 es la que mayor tiempo
computacional necesita para lograr el disefio 6ptimo final, debido a que realiza un mayor
numero de generaciones. Cabria pensar que el tiempo computacional para obtener el disefio
optimo final usando la codificacion 3 deberia ser menor al de la codificacién 2, ya que en la
codificacion 3, los puntos de control se pueden mover el doble de distancia. Pero no es asi, ya
que al utilizar un algoritmo genético para dirigir la basqueda, el nUmero de generaciones
necesario puede variar significativamente, ya que la secuencia (PC que se han movido por
iteracion) para obtener el 6ptimo puede cambiar en caso de repetirse la optimizacion. Ademas,
se puede apreciar como la tendencia de las curvas es practicamente lineal. Los cambios en la
pendiente de estas curvas son debidos a los analisis realizados en el proceso de estabilizacion.

4.9.2. Vigade Michell con apoyos fijos y carga vertical centrada en el borde
inferior

El segundo ejemplo optimizado es una viga con apoyos fijos en las esquinas inferiores y
sujeto a una carga vertical de 1 kN centrada en el borde inferior. Debido a las condiciones de
simetria estructural, se considera un dominio de disefio de 100 mm de longitud, 80 mm de altura
y 1mm de espesor. ElI dominio de disefio se ha dividido en 2420 elementos, 55 en la direccion
longitudinal y 44 en la transversal (ver figura 4.15).

Sobre el borde superior se han dispuesto un total de 8 puntos de control uniformemente
espaciados, los cuales se moveran en todo momento de forma perpendicular al contorno inicial.
El tamafio de paso para las codificaciones 1 y 2 es de § = 0,8 mm. Para la codificacion 3, los
tamafos de paso son &,,;, = 0,8 mmy 6,,,, = 1,6 mm. Para la codificacién 4, los puntos de
control pueden moverse dentro del intervalo -2 a +2 mm.

200 mm

9

80 mm

\ H A

/ \
v G
r

Figura 4.15: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Dominio de disefio.
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Figura 4.16: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el
borde inferior. Topologias para diferentes generaciones y codificaciones. (a) Codificacion 1.
(b) Codificacion 2. (c) Codificacion 3. (d) Codificacion 4.

En la figura 4.16, se muestran las topologias mas interesantes, para las cuatro
codificaciones, que han ido surgiendo durante el proceso de optimizacion. Los disefios 6ptimos
se obtienen en las generaciones 77, 72, 41, y 73 con valores para la compliance de C = 65,28
Nmm; 58,83 Nmm; 57,39 Nmm; y 56,26 Nmm y fracciones de volumen de V /V, = 0,20 ; 0,19;
0,20; y 0,20 para las codificaciones 1, 2, 3, y 4, respectivamente. En la figura 4.16, se pueden
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distinguir dos tipos de topologias dptimas, una obtenida con las codificaciones 1, 2 y 3; y otra
con la codificacion 4. Si se comparan dichas topologias con la solucién 6ptima utilizando
elementos barras (Castejon, 2003) obtenida con el programa TTO (ver figura 4.17), se aprecia
como la topologia obtenida mediante la codificacion 4 presenta una geometria que se ajusta de
forma més precisa al disefio déptimo de barras. Ademas, esta cuenta con una energia de

deformacion menor y por tanto una mayor rigidez.

Figura 4.17: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde

inferior. Disefio 6ptimo para 6 nudos (Castejon, 2003).

Tabla 4.4: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Resultados para diferentes codificaciones y generaciones.

Cod, g omax omed opin Doy Compliance V. Aptitud  Tiempo
(MPa)  (MPa) (MPa)  (mm) N-mm) Y0 (NImm#) (min)
., 2 7414 37,76 422  153E-2 21,00 085 694E-6 7,67
S 27 76386 4998 939  2,07E-2 2456 059 857E-6 92,87
8 46 77927 6145 17,38  2,38E-2 2776 045 993E-6 160,35
S 58 78316 8423 1948  351E2 3809 030 10,60E-6 208,75
© 77 81641 12626 3093 431E-2 6088 020 10,08E-6 286,90
L 2 74109 3770 477  153E-2 2105 086 6,90E6 887
§ 25 76944 4997 420  2,09E-2 2401 060 864E6 7635
8 38 77537 6255 1187  2,49E-2 2856 045 968E-6 11475
S 57 78207 8530 1825  352E-2 3726 030 11,10E6 171,15
© 72 791,76 11339 2521  427E-2 5805 019 1156E-6 216,12
. 2 741,06 3774 455  1,52E-2 2108 086 688E-6 7,89
S 17 767,76 4814 7,74  2,00E-2 2340 0,62 852E-6 64,47
§ 23 77004 6401 1141  261E-2 2025 042 1002E-6 85,94
S 36 77714 8413 1948  350E-2 3846 030 1052E6 136,66
© 41 81533 11551 2606  418E-2 5730 020 1073E-6 154,76
. 2 74087 3752 300  152E-2 086 2103 684E-6 7,95
5 26 77284 4799 579  2,00E-2 2388 061 849E-6 68,16
§ 52 78152 61,36 1274  2,45E-2 2804 046 967E-6 149,15
S 60 78600 8213 1851  3,62E-2 4056 031 9,85E-6 181,10
© 73 0363 11213 30,95  4,87E-2 5656 0,20 1055E-6 235,17
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En la tabla 4.4 se muestran los valores, para las cuatro codificaciones, correspondientes
para las tensiones de von Mises maxima, media y minima, el desplazamiento maximo, la
compliance, la fraccion de volumen, la aptitud y el tiempo acumulado en distintas generaciones.

En la figura 4.18 se muestra la evolucién de la compliance, la aptitud, la fraccion de
volumen, los desplazamientos méximos, las tensiones de von Mises media y el tiempo
acumulado para las cuatro codificaciones. En la figura 4.18a se puede apreciar como las
topologias 6ptimas obtenidas con la codificacion 1, 2, y 3 son menos rigidas (7,63%; 2,63%; y
1,46% respectivamente) que la obtenida con la codificacion 4.
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Figura 4.18: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. (a) Evolucion de la compliance. (b) Evolucion de la aptitud. (c) Evolucion del
desplazamiento méaximo. (d) Evolucion de la tensién de von Mises media. (e) Evolucion de la
fraccion de volumen. (f) Evolucion del coste computacional.
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En la figura 4.18d, se aprecia como los disefios optimos finales obtenidos con las
codificaciones 1, 3 y 4 presentan desplazamientos méaximos mayores (0,92%, 12,07% y 14,05%
respectivamente) al obtenido con la codificacion 2. De la misma forma, en la figura 4.18e, se
aprecia como las topologias 6ptimas finales con las codificaciones 1, 2 y 3 presentan tensiones
de von Mises medias mayores (12,43%, 1,12% y 3,01% respectivamente) a la obtenida con la
codificacion 4.

En la figura 4.18f se observa como el tiempo computacional es practicamente lineal y con
pendientes similares.

4.9.3. Viga MBB con carga vertical centrada en borde superior

El tercer ejemplo optimizado es una viga con una carga vertical de 1kN aplicada en el
centro del borde superior, la cual estd soportada por dos apoyos en las esquinas inferiores,
siendo uno de ellos de tipo deslizante. La longitud del dominio de disefio es de 900 mm, la
altura de 150mm, y el espesor de 1mm. Sobre el extremo izquierdo se han colocado 7 puntos
de control, los cuales se mueven perpendicularmente al dominio de disefio inicial. EI dominio
de disefio se ha dividido mediante una malla de 5400 (180%30) elementos.

El tamafio de paso para las codificaciones 1y 2 es de § = 1 mm. Para la codificacion 3,
se consideran los tamafio de paso 8., =1 MM Y 8,0 = 2 mm. Para la codificacion 4, los
puntos de control pueden moverse dentro del intervalo -2 a +2 mm.

Apuntar que, aunque el ejemplo tratado es una estructura simétrica sujeto a un estado de
carga también simétrico, en todos los casos el anélisis se realiza para la estructura completa.

900 mm
450 mm
™
| )
I/ o
]. [ _
7 1o

Figura 4.19: Viga de MBB con apoyos fijo y movil y carga vertical de 1000 N centrada sobre el
borde superior. Dominio de disefio.

En la figura 4.20 se muestran algunas de las topologias mas interesantes que se han
obtenido durante la optimizacion para las cuatro codificaciones. Los disefios éptimos con las
codificaciones 1, 2, 3 y 4 se obtienen en las generaciones 360, 224, 230 y 132, con valores de
compliance de C = 182,26; 194,46; 199,73; y 201,33 Nmm y fracciones de volumende V /V,, =
0,27; 0,25; 0,25; y 0,25 respectivamente, aunque hay que destacar que con la codificacién 1 no
se ha llegado a la fraccion de volumen deseada. Ademas, se puede observar como la
codificacion 4 es la unica en la que el contorno virtual se adapta de forma mas precisa al
contorno exterior de la estructura.
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Figura 4.20: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde

inferior. Topologias para diferentes generaciones y codificaciones. (a) Codificacion 1. (b)
Caodificacion 2. (c) Codificacion 3. (d) Codificacion 4.
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En la tabla 4.5 se muestran los valores correspondientes a las tensiones de von Mises
maxima, media y minima, el desplazamiento maximo, la compliance, la fraccion de volumen,
la aptitud y el tiempo acumulado en distintas generaciones para las cuatro codificaciones.

Tabla 4.5: Viga de MBB con apoyos fijo y mdvil y fuerza vertical de 1000 N centrada sobre el
extremo superior. Resultados para diferentes codificaciones y generaciones.

Cod, g omax omed ot Doax Compliance VvV Aptitud  Tiempo
(MPa)  (MPa) (MPa) (mm) (N-mm) Vo (N'mm*  (min)
4 2 139.79 20.28 2.35 0.16 79.04 0.86 1.09E-7 5,58
;E 42 140,08 25,20 4,63 0,17 94,67 0,60 1,29E-7 124,31
é 56 152,33 32,73 6,99 0,22 126,81 0,40 1,44E-7 167,78
'H'cg 180 152,93 34,05 6,68 0,22 124,910 0,42 1,40E-7 547,89
© 360 174,63 47,98 11,37 0,27 182,26 0,27 1,49E-7 1148,13
« 2 139.66 19.18 2.19 0.15 77.01 0.91 1.05E-7 336.86
;E 33 139,97 24,88 4,42 0,17 95,10 0,60 1,29E-7 98,62
.5 84 172,58 39,64 10,20 0,28 166,68 0,29 1,49E-7 259,59
'H'é 179 156,04 34,38 7,32 0,23 131,74 0,39 141E-7 561,07
© 224 186,02 46,30 12,07 0,33 194,46 0,25 1,52E-7 703,00
. 2 139.61 18.52 1.67 0.14 76.004 0.95 1.02E-7 339.24
:E 30 140,17 24,57 3,45 0,17 96,37 0,59 1,29E-7 88,72
8 44 15510 3429 777 023 130,99 039 141E-7 13384
% 137 180,96 39,33 7,73 0,25 151,62 0,34 141E-7 435,04
© 230 198,25 47,81 11,41 0,33 199,73 0,25 147E-7 730,07
< 2 139.63 18.64 1.58 0.15 76.14 0.95 1.02E-7 434.38
:E 67 140,20 25,00 4,78 0,17 94,21 0,60 1,30E-7 265,18
.é 86 154,63 33,01 7,85 0,22 129,55 0,39 1.43E-7 342,62
% 113 152,13 43,13 10,04 0,29 167,43 0,30 1,45E-7 454,55
© 132 168,76 50,52 12,74 0,34 201,35 0,24 1,50E-7 533,86

En la figura 4.21, se muestra la evolucion de la compliance, la aptitud, la fraccion de
volumen, los desplazamientos maximos, las tensiones de von Mises media y el tiempo
acumulado para las cuatro codificaciones.

Si nos centramos en las codificaciones que alcanzan la fraccion de volumen deseada
(codificaciones 2,3 y 4), en la figura 4.21a se puede apreciar como las topologias 6ptimas
obtenidas con las codificaciones 3 y 4 son menos rigidas (2,71%; y 3,54%) que la obtenida con
la codificacion 2.

En la figura 4.21d se puede apreciar que el disefio obtenido con la codificacion 4 presenta
un desplazamiento maximo un 3,03% mayor a los obtenidos con las codificaciones 2 y 3. Por
el contrario, la topologia éptima final con la codificacion 4 presenta una tensién de von Mises
media mayores a las obtenidas con las codificaciones 2 y 3 (10,22% y 16,49% respectivamente).
Ademas, en la figura 4.21f se puede apreciar como la evolucion del tiempo computacional es
practicamente lineal y con pendientes parecidas.
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Figura 4.21: Viga de MBB con apoyos fijo y movil y fuerza vertical de 1000 N centrada sobre el
extremo superior. (a) Evolucion compliance. (b) Evolucion aptitud. (c) Evolucion fraccion
de volumen. (d) Evolucién deformacion maxima. (e) Evolucion tensiones de von Mises
medias. f) Evolucion del coste computacional.

4.9.4. Analisis de los resultados atendiendo al tipo de codificacion

Analizando los resultados obtenidos en los tres ejemplos anteriores, se puede concluir que
las codificaciones de tipo binario al contar con un tamafio de paso preestablecido, dificulta el
correcto ajuste de los PC al contorno real, lo que impide llegar a las fracciones de volumen
objetivo. Por otro lado, la codificacion 4 (codificacion real) es la que mejores resultados
proporciona ya que: (1) permite la mejor adaptacion del Cy al contorno exterior de la estructura;
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(2) no cuenta con un tamario de paso preestablecido, por lo que el movimiento de los PC se
puede adaptar segun la evolucion de la optimizacion; (3) la evolucion de la compliance y
fraccion de volumen ocurren de forma mas progresiva; y (4) permite una exploracion del
espacio mas completa.

4.10. Representacion del contorno virtual mediante B-Spline

Hasta el momento, la definicidn del contorno virtual se ha efectuado a través de lineas
poligonales o polilineal. Este tipo de representacion destaca por su sencillez, pero representa
con menor precision curvas de tipo circular, eliptico o hiperbdlico.

Gordon y Riesenfeld (1974) fueron los primeros en utilizar las curvas B-spline para
modelar curvas geométricas en ordenador. Actualmente, las curvas B-spline se han convertido
en el estandar para describir y modelar curvas y superficies usando el disefio asistido por
ordenador.

Braibant y Fleury (1984) introdujeron las curvas B-spline en la optimizacion de forma
permitiendo definir el contorno con solo un reducido nimero de variables. Lee y Kwak (2007)
utilizaron curvas B-splines para representar el contorno de la estructura considerando sus
puntos de control como variables de disefio.

Mas recientemente las curvas B-spline no uniformes (Non-uniform B-spline, NURBS) se
han utilizado para la optimizacion de forma y de topologia ya que resultan mas flexibles que
las B-splines (Seo et al.2010; Clune et al. 2014). La principal ventaja proviene de afiadir el peso
de los puntos de control al conjunto de las variables de disefio. Por lo que, el nimero de posibles
modificaciones en la estructura es mucho mayor.

A continuacion, y de forma resumida, se realiza una introduccion acerca de la teoria de
las curvas B-spline. Se optimiza de nuevo el ejemplo de la viga de Michell (apartado 4.9.2),
utilizando para definir el Cy una curva B-spline, y finalmente se estudia el efecto del nimero
de puntos de control y el tamafio de la poblacion sobre el disefio 6ptimo.

4.10.1. Curvas B-spline

Las curvas B-spline son funciones paramétricas definidas por un polinomio a trozos cuyos
vértices (puntos de control) son usados como variables de disefio (Piegl y Tiller, 1997).

Una curva B-spline de grado p se define por
n
CQu) = Z N,WP, a<u<hb (4.18)
i=0

donde P; son los puntos de control y N; ,(u) son las funciones bases B-spline de grado p que
definen el polinomio a trozos y las cuales son obtenidas de forma recursiva como

1 siuy; <u<u
N; = t =% ="+ 4.19a
Lo(w) {O otro caso ( )
u—u; u‘+ +1 —Uu
Nip(u) = — _l 'Ni,p—l(u) +— =2 — Nip1p-1(w) (4.19b)
Uitp i Uirp+1 — Ui+1
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donde u; son los nudos o puntos de ruptura que forman el vector de nudos U =
{ug, uq, ..., uy}. Este relaciona la variable paramétrica u con los puntos de control P;. El
grado p, el numero de puntos de control (n + 1), y el numero de nodos (m + 1) se relacionan
mediante

m=n+p+1 (4.20)

Una curva B-spline puede ser uniforme o no uniforme, periddica o no periodica. Si el
vector de nodos esta uniformemente espaciado como {0, 1, 2, 3,4} la B-spline es uniforme. En
caso contrario, se dice que es no uniforme. Por otro lado, se dice que una curva B-spline es
periodica si el final de la curva coincide con el inicio, creando una curva cerrada. En caso

contrario, se dice que es no periodica. Para una curva B-spline no uniforme y no periodica, el
vector de nodos se caracteriza por

U=14a,..,a,u u b,...,b (4.21)
—

Ay M Mmop1r Mo e
p+1 p+1

donde los nodos a y b se repiten con multiplicidad p, para interpolar los puntos de control inicial
y final. La configuracion mas préctica y comdn es parametrizar la curva con un intervalo
unitariosiendoa =0y b = 1.

Las propiedades més significativas de las curvas B-spline son:

1. Localidad: N;,(w) = 0 si u esta fuera del intervalo [u;, u;p+1)-

2. No negatividad: N; ,(u) = 0 paratodo i, p, y u.

3. Particion de la unidad: ;i N; ,(u) = 0 para cualquier intervalo de nudos [w;, ui+p+1).
4

Diferenciabilidad: todas las derivadas de un N;, (u) existen en el intervalo de nudos. En
un nudo, N;,(u) es p—k veces diferenciable, siendo k la multiplicidad del nudo. Por lo

tanto, aumentando el grado aumenta la continuidad y aumentando la multiplicidad del nudo
disminuye la continuidad.

Un vector de nudos U = {a, ..., a, b, ..., b} produce el polinomio de Bernstein de grado p.
Sin=pyU={0,..,0,1, ...,1} entonces C(u) es una curva Bezier.

Interpolacion de punto final: C(0) =P,y C(1) = P,.

Invariancia afin: f(C(Py, ... ,Py) = C(F(P), ..., fF(PY)).

La curva esta contenida en la zona convexa de su poligono de control, de hecho, si u €
[ui, ui+p+1) yp <i<m-—p—1,entonces C(u) se encuentra dentro de la zona convexa
de los puntos de control P;_,, ..., P;.

© © N o O

10. Esquema de modificacion local: si se mueve un punto de control P;, este cambiara la curva
en el intervalo [u;, Uiy p41)-

11. El poligono de control (poligono definido por los puntos de control) representa una
aproximacion lineal de la curva. Esta aproximacion puede ser mejorada mediante la
insercion de nudos o la elevacion del grado. Generalmente, contra mas bajo sea el grado,
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12.

13.

14.

mas proxima se encuentra la curva al poligono de control. El caso extremo es p = 1, para
el cual la curva es una interpolacién lineal entre dos puntos de control. En este caso, la
curva es el poligono de control.

Moviéndonos a lo largo de la curvade u = 0 au = 1, las funciones bases N; ,,(u) actdan
como interruptores. Cuando u supera un valor de nodo u;, un N; ,,(u) y su correspondiente
P; se desactiva y se activa el siguiente.

Propiedad de disminucion de la variacion: ninguna linea tiene mas intersecciones con la
curva que con el poligono de control.

La continuidad y diferenciabilidad de la curva C(u) sigue a la de las funciones base, ya
que la curva es una combinacién lineal de las funciones base. Asi, C(u) es infinitamente
diferenciable en el intervalo de los nodos y es al menos p-k veces continuamente
diferenciable.

Tabla 4.6: Continuidad C para diferentes grados p y multiplicidad k.

p-k Continuidad

0 Puntos no unidos

1 C° (segmentos lineales conectados)
2 C! (tangente continua)

3 C? (curvatura continua)

A continuacion, se muestra un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este tipo de

curvas. Para ello, se establece un grado p = 2, se utilizan seis puntos de control, y se establece
un vector de nudos no uniforme U = {0, 0,0, i %%1 1, 1}. Mediante las Ecs. (4.192) y
(4.19Db) se obtienen las funciones bases N; ,(u) (ver figura 4.22).

1

oo\ N

02 N5 /
08+ \ N,
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014/ \ N
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Figura 4.22: Funciones bases no uniforme parap =2yn =5

Aplicando las funciones bases de la figura 4.22 a los seis puntos de control

{P,, P;,P,, P;, P,, P<} y usando la Ec. 4.18, se obtiene la curva B-spline C(u). El resultado es una
curva compuesta por 4 segmentos {C,(u),C,(u),Cs;(u),Cs(u)}, conectados mediante
continuidad C* (ver figura 4.23). Como se puede observar, la curva solo pasa a través de los
puntos de control inicial y final.
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Figura 4.23: Curva B-spline inicial.

Si el punto P2 se mueve a P, la curva C (u) se ve alterada causando C'(u). Como se puede
observar en la figura 4.24, el movimiento del punto de control solo afecta a 3 segmentos de la
curva C(u). De modo general, cada segmento de una B-spline se ve solo influenciado por p +
1 puntos de control, e inversamente, cada punto de control solo influye en p + 1 segmentos.

Figura 4.24: Movimiento del punto P, a P,.

En la figura 4.25 se muestra la independencia del grado p con respecto al nimero de
puntos de control. En esta figura se muestran tres curvas B-spline definidas por los mismos
puntos de control pero con diferentes valores de p. Cuando p = 1, la curva es lineal y coincide
con el poligono de control. Cuando p = 2, la curva es cuadratica. Esta pasa por los puntos de
control inicial y final y por los puntos medios de los segmentos intermedios. Finalmente, si p =
3, la curva solo pasa por los puntos de control inicial y final y se aleja mas de los puntos
intermedios.

P Py

Figura 4.25: Curvas B-spline de diferentes grados usando el mismo poligono de control (Piegl y
Tiller,1997)
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4.10.2. Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical centrada en borde
inferior

En este ejemplo se optimiza de nuevo la viga de Michell definida en el apartado 4.9.2
(figura 4.15) utilizando una curva B-spline de grado p = 2 para describir el contorno virtual.

Sobre el extremo superior se han dispuesto un total de 8 puntos de control uniformemente
distribuidos, pudiendo moverse en direccién perpendicularmente al dominio de disefio inicial.
La codificacion utilizada es la del tipo 4, el tamafio de paso esta limitado por &8,,,;, =-2 mmy
Omax = 2 mm, y los parametros del GA son los reflejados en la tabla 4.2.

Al utilizar una curva B-spline para definir el contorno virtual, el valor de referencia (Ec.
4.6) no puede ser evaluado a partir del valor del criterio seleccionado (tensiones de von Mises
0 energia de deformacion) en los Npc puntos de control, ya que estos no tienen por qué estar
situados sobre el contorno virtual, sino que sirven para definir dicho contorno. Por ello, la
evaluacion de la Ec. (4.6) se realiza sobre todo el contorno virtual, el cual se define por medio
de 20 puntos por segmento.

En la figura 4.26 se muestran algunas de las topologias més interesantes que han ido
surgiendo durante la optimizacion. El disefio 6ptimo se obtiene en la generacion 88 con un valor
para la compliance de C = 56,10 Nmm y una fraccion de volumen de V /V, = 0,19.

(1) Generacion 15 (2) Generacion 32 (3) Generacion 36
€ =20,94 Nmm; V/V, = 0,89 C =22,21 Nmm; V/V, =0,71 C =25,57 Nmm; V/V, = 0.57

(4) Generacion 42 (5) Generacion 49 (6) Generacion 88
€ =31,00 Nmm; V/V, =0,41 C =38,47 Nmm; V /V, =0.31 C =56,10 Nmm; V/V, = 0,19

Figura 4.26: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Topologias dptimas para diferentes generaciones utilizando un contorno virtual descrito
mediante una curva B-spline de orden 2.

En la figura 4.27 se compara la evolucién de la compliance, la fraccion de volumen y la
aptitud utilizando una curva B-spline y una curva poligonal (apartado 4.9.2) para describir el
contorno virtual. En la figura 4.27a se muestra como los valores de la compliance para las
primeras generaciones son practicamente los mismos, pero a partir de la generacion 20, la

104



Capitulo 4: Optimizacion de topologia con isolineas y algoritmos genéticos

evolucion de la compliance se produce de forma mas progresiva si se utiliza una curva B-spline
para definir el contorno virtual. En la figura 4.27b se aprecia como utilizando una curva B-
spline, la fraccion de volumen se reduce de forma mas suave. Ademas, la eliminacion de
material en las primeras iteraciones es mucho menor. Esto se debe a que al utilizar una curva
B-spline, la isolineas de referencia se obtiene evaluando la Ec. (4.6) en toda la curva B-spline
y no solo en los PC, por lo que se obtiene un valor més representativo.

65 . 19~
Poligonal =~

Poligonal
————— B-spline

60

————— B-spline

55 0,8
50
0,6
45

40
0,4
35

Compliance( Nmm)
Fraccion de volumen

30 0,2

25

20 0
0 15 30 45 60 75 90 0 15 30 45 60 75 90
Generacion Generacién

(@) (b)

Figura 4.27: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Evolucién de la: (a) Compliance. (b) Fraccion de volumen.

En la figura 4.28 se comparan las topologias Optimas obtenidas usando una curva
poligonal y una curva B-spline donde la isolinea de referencia se ha obtenido evaluando la Ec.
(4.6) con el mismo tamafio de muestra (20 puntos por segmento). Ambos casos presentan la
misma topologia 6ptima, pero la topologia dptima obtenida con la curva B-spline es un 6,09%
mas rigida que la obtenida con la curva poligonal.

y
A
(a) Poligonal (b) B-spline
C =58,75 Nmm; V' /V, = 0,20 C =56,10 Nmm; V/V, =0,19

Figura 4.28: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el
extremo inferior. (a) Topologia optima obtenida usando una poligonal. (b) Topologia 6ptima usando
una curva B-spline para definir el C..

En la figura 4.29 se muestra la evolucion de la compliance, la evolucion de la fraccion de
volumen, y la relacion de la compliance con respecto a la fraccion de volumen usando una
poligonal y una curva B-spline con el mismo tamafio de muestra. En las figuras 4.29a y 4.29b
se observa que tanto la evolucion de la compliance y la fraccion de volumen usando una curva
B-Spline ocurre de un modo més suave sin sufrir cambios bruscos. En la figura 4.30c se observa
como la compliance usando la curva B-spline es ligeramente inferior para los mismos valores
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de fraccion de volumen, lo que demuestra que, el disefio obtenido con la poligonal es
ligeramente menos rigido que el obtenido utilizando una curva B-spline.
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Figura 4.29: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. (c) Relacion entre la compliance y la fraccion de volumen. (c) Detalle para las Gltimas
generaciones.

Una de las principales caracteristicas de una curva B-spline es que permite trazar curvas
con un reducido nimero de puntos de control. En nuestro caso, este hecho afecta al tamafio de
los cromosomas y por tanto al tamafio recomendado de la poblacion.

Desde los inicios, los investigadores han invertido un gran esfuerzo en establecer reglas
empiricas o analiticas sobre el tamafio de la poblacion de un algoritmo genético. William y
Crossley (1997) establecieron una relacion entre el tamafio de la poblacion y el tamafio del
cromosoma igual a 4s siendo s la longitud del cromosoma. Chen y Rajan (1998) probaron que
se podian obtener resultados razonables con tamafos de poblacién comprendidos entre s y 2s.
Posteriormente, Goldberg (1989) establecid que se podian utilizar poblaciones de tamafio
menor utilizando el concepto de u-GA. Posteriormente, Woon et al. (2001) fijaron como tamafio
de poblacion recomendable, si se emplea u-GA, aquel comprendido entre 0,6s y 0,9s.

En la figura 4.30 se muestran las topologias éptimas que se han obtenido para tamarios
de poblacion igual a 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6 y 4. En esta figura se puede apreciar como
practicamente todos los éptimos presentan la misma topologia, la cual coincide con la obtenida
para un tamafio de poblacién igual a 20 (figura 4.28b). Todos los 6ptimos se han obtenido
haciendo uso de un u-GA, el cual genera una nueva poblacion cuando se detecta la convergencia
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prematura de la misma y al uso de tamarios de paso pequefios, los cuales impiden que los
cambios sean de carécter significativo.

-
p
(@) Np=18 (b) Np =16 (c)Np=14 (dyNp =12
C =58,07 Nmm C =56,92 Nmm C =57,02 Nmm C =57,88 Nmm

V/V, = 0,19 V/V, = 0,20 V/V, = 0,19 V/V, =0,19

() Np=10 (HNp=8 (9) Np=6 (hyNp =4
C =56,78 Nmm C =56,97 Nmm C =58,46 Nmm C =58,08 Nmm
V/VO =0,20 V/VO =0,19 V/VO =0,19 V/VO =0,19

Figura 4.30: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Topologias éptimas para un tamafio de poblacidn de: (a) 18, (b) 16, (c) 14, (d) 12, (e) 10,
()8, (9)6y(h) 4

En latabla 4.7 se recogen los valores de la compliance, la fraccion de volumen, el nimero
de generaciones, el tiempo computacional hasta alcanzar el optimo (tr), el tiempo
computacional por generacion sin proceso de estabilizacion (tg) y el tiempo medio por
generacion (tmed) para los diferentes tamafios de poblacion.

Tabla 4.7: Resultados para diferentes tamafios de poblacion.

Ne Compliance V. g tr tg tmed
(N-mm) Vo (min) (min) (min)

20 58,10 0,19 88 225,43 1,91 2,56
18 58,07 0,19 116 193,54 1,43 1,66
16 56,92 0,20 124 163,34 1,31 1,317
14 57,02 0,19 94 113,59 1,10 1,20
12 57,78 0,19 88 90,47 0,98 1,02
10 56,78 0,20 88 78,99 0,80 0,89
56,97 0,19 96 73,92 0,76 0,77

58,46 0,19 102 95,57 0,50 0,93

58,08 0,19 153 101,87 0,38 0,66

Teniendo en cuenta que al disminuir el tamafo de la poblacion, el tiempo por generacién
sin proceso de estabilizacion (tg) debe disminuir y que el nimero de generaciones necesarias
para conseguir el 6ptimo varia segin cdmo evolucione el GA, se puede apreciar en la tabla
como para tamafios de poblacion menores a 8 no supone una mejora apreciable con respecto al
tiempo computacional. Por lo que, a partir de este momento, el tamafio de la poblacion y la
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longitud del cromosoma se relacionan mediante 1s. Ademas se puede observar como para
tamafios de poblacion de 20, 18, 6 y 4, el tiempo medio por generacion (tmed) difiere
significativamente del tiempo por generacion sin proceso de estabilizacion (tg), lo que sugiere
que en estas optimizaciones el proceso de estabilizacion desempefia un papel muy importante.

En la figura 4.31 se muestran las topologias dptimas obtenidas usando 10, 7, 6, 5,4y 3
puntos de control con tamarfios de poblacién de 10, 7, 6, 5, 4, y 3, respectivamente. Se puede
observar codmo cuanto mayor es el nimero de puntos de control, mejor se adapta el contorno
virtual al real. Sin embargo, un aumento en el nimero de PC puede suponer un aumento en el
namero de generaciones, ya que aumenta el niamero de posibles movimientos. Apuntar que para
PC = 3 (figura 4.31f) no se obtiene ninguna topologia, esto se debe a que para definir una curva
B-spline de grado p = 2, es necesario como minimo 4 puntos de control, ya que el movimiento
de 1 punto de control influye en 3 segmentos (p+1).

(aPC=10 (b)PC =7 (c)PC=6
C =90,16 Nmm C =90,44 Nmm C =83,97 Nmm
V/Vy,=0,19; g=171 V/V, =0,19; g=144 V/V, =0,20; g=62

(d)PC=5 (e)PC=4 (HpC=3
C =84,97 Nmm C =85,46 Nmm =1
V/Vy, =0,19; g=67 V/Vy, =0,19; g=55

Figura 4.31: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. (a) PC =10. (b) PC=7.(c) PC=6. (d) PC=5. (e) PC=4. (f) PC = 3.

4.11. Influencia de la funcion de aptitud

En este apartado se estudia la influencia de la funcidn de aptitud sobre la topologia 6ptima
para el problema de la viga de Michell. Las dimensiones, nimero de elementos y los parametros
gue controlan el algoritmo genético son los utilizados en el apartado 4.9.2 (ver tablas 4.1y 4.2),
a excepcion del tamario de la poblacion que para este caso es igual al namero de puntos de
control. El contorno virtual se define por medio de una curva B-spline de 8 puntos de control.
El criterio para la extraccion de las isolineas de referencia es la energia de deformacién (Ec.
4.11) o las tensiones de von Mises (Ec. 4.9) segun se utilice una funcién de aptitud basada en
la compliance (Ec. 4.15) o en la tension de von Mises (Ec. 4.16).
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En la figura 4.32, se muestran las topologias dptimas mas representativas, que han ido
surgiendo para las dos funciones de aptitud utilizadas. Como se puede observar, la evolucion
de la optimizacion se desarrolla de modo diferente, aunque obteniendo en ambos casos la misma
topologia pero con geometrias diferentes.

(a.1) ¢ =20,85 Nmm; (a.2) C =24,656 Nmm; (a.3) € =33,37 Nmm; (a.4) C =37,74 Nmm; (a.5) C =56.97 Nmm;
V/V, =0,95; g=12 V/V, =0,59; g=40 V/V, =0,36; g=68 V/V, =0,32; g=83 V/V, =0,19; g=96

M AASAN A

(b.1) € =20,84 Nmm; (b.2) C =23,04 Nmm; (b.3) C =27,86 Nmm; (b.4) C =34,99 Nmm; (b.5)C =57,32 Nmm;
V/V, =0,98; g=7 V/V, =0,66; g=63 V/V, =0,55; g=70 V/Vy,=0,37;9g=76 V/V, =0,20; g=87

Figura 4.32: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Topologias éptimas para diferentes generaciones. (a) Funcién de aptitud basada en
compliance. (b) Funcion de aptitud basada en tension.

En la figura 4.33 se muestra la evolucion de la compliance y la fraccion de volumen para
la optimizacion de topologia usando ambas funciones de aptitud. Como se puede observar, la
evolucion de la compliance y la fraccion de volumen usando una funcion de aptitud basada en
la compliance ocurre de una forma mas progresiva Por ejemplo, la fraccion de volumen usando
una funcién de aptitud basada en tensién practicamente no cambia hasta la generacion 61 y
luego lo hace rapidamente hasta la generacion 108.
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Figura 4.33: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Evolucion compliance y fraccion de volumen. (a) Funcidn de aptitud basada en
compliance. (b) Funcion de aptitud basada en tension.
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4.12. Influencia de los parametros del GA

En este apartado se hace un estudio paramétrico para analizar la influencia de los
parametros del algoritmo genético en el disefio dptimo. Para ello, en el apartado 4.12.1 se
estudia la influencia de la probabilidad de cruce, en el apartado 4.12.2 se estudia la influencia
del tipo de operador de seleccion, en el apartado 4.12.3 se estudia la influencia del tipo de
operador de cruce y en el apartado 4.12.4 se estudia la influencia de la probabilidad de
convergencia del ©-GA. La influencia del operador de mutacion se considera que no tiene
relevancia por utilizarse un u-GA.

El estudio paramétrico se realiza para el ejemplo de la viga de Michell, utilizando una
curva B-spline con 8 puntos de control para definir el contorno virtual. La funcion de aptitud
utilizada esta basada en la compliance (Ec. 4.15). La codificacion utilizada es la nimero 4
(codificacion real) y los parametros iniciales para el GA son los recogidos en la tabla 4.2.

(@ pc=0,95 (b) pc=0,9 (€) pc=0,85 (d) pc=0,8
C =58,17 Nmm; C =55,02 Nmm; C =55,63 Nmm; C =57,02 Nmm;

V/Vy, =0,19; g=99 V/Vy, =0.19; g=77 V/Vy =0,19; g=83 V/Vy=0,19; g=99

4

(€) pc=0,75 (f) pc=0,7 (9) pc=0,65 (h) pc=0,6
C =55,81 Nmm; C =58,61 Nmm; C =54,59 Nmm; C =56,44 Nmm;
V/V, =0,19; g=110 V/V, =0,20; g=83 V/V, =0,19; g=165 V/V, =0,20; g=146

Figura 4.34: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Influencia de la probabilidad de cruce. (a) p. = 0,95. (b) p. =0,9. (c) pc = 0,85. (d) p. = 0,8.
(€) pc=0,75. (f) pc = 0,7. (g) pc = 0,65. () pc = 0,7.

4.12.1. Influencia de la probabilidad de cruce

En la figura 4.34 se muestran las topologias 6ptimas que se han obtenido para diferentes
valores de probabilidad de cruce. Las topologias 6ptimas se obtienen en las generaciones 99,
77,83,99, 110, 83, 165, y 146 con valores de la compliance de C = 58,17; 55,02; 55,63; 57,02;
55,81, 58,61; 54,59; y 56,44 Nmm y fracciones de volumen de V /V, = 0,19; 0,19; 0,19; 0,19;
0,19; 0,20; 0,19; y 0,20 para probabilidades de cruce de 0,95; 0,9; 0,85; 0,8; 0,75; 0,7; 0,65; y
0,6. Como se puede observar, se obtienen dos topologias diferentes, una con dos cavidades y la
otra con tres cavidades. Las topologias con tres cavidades son ligeramente mas resistentes que
las obtenidas con dos. Ademas, se observa que para probabilidades de cruce inferiores a 0,8, el
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namero de generaciones necesarias para obtener el 6ptimo es mayor. Para probabilidades de
cruce comprendidas entre 0,95 y 0,8 el nimero de generaciones estd comprendido entre 77 y
99.

4.12.2. Influencia del tipo de operador de seleccién

En la figura 4.35 se muestran las topologias Optimas que se han obtenido con los
operadores de seleccion: torneo determinista (ST), estocastica universal (SEU) y por ruleta (SR)
y en la figura 4.36 se muestra la evolucién de la compliance y de la fraccion de volumen con
dichos operadores de seleccion.

(@) ST (b) SEU (c) SR
C =56,10 Nmm C =55,37 Nmm C =59,87 Nmm
V/V, =0,19; g=88 V/V, =0,19; g=230 V/V, =0,19; g=215

Figura 4.35: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Influencia del tipo de operador de seleccion. (a) Seleccion por torneo. (b) Seleccion
estocéstica universal. (c) Seleccion por ruleta.

Como se puede apreciar, si se utiliza la seleccion por ruleta se obtiene una topologia
constituida por dos cavidades con una altura menor a la obtenida usando la seleccidn por torneo.
Este disefio es ligeramente menos rigido que los otros dos. Por otro lado, se observa como
utilizando los operadores SEU y SR se produce un aumento considerable en el nimero de
generaciones necesarias para alcanzar el 6ptimo, con respecto al operador ST.
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55 SEU SEU
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Figura 4.36: Viga de Michell con apoyos fijos y fuerza vertical de 1000 N centrada sobre el
extremo inferior. Influencia del tipo de operador de seleccién. (a) Evolucion de la compliance.
(b) Evolucion de la fraccion de volumen.
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En la figura 4.37 se puede observar como la evolucion de la compliance y la fraccion de
volumen hasta la generacion 50 con los operadores ST y SEU ocurre de forma similar, a partir
de la cual la fraccion de volumen se estabiliza hasta la generacion 225.

4.12.3. Influencia del tipo de operador de cruce

En la figura 4.37 se muestran las topologias 0ptimas obtenidas con diferentes operadores
de cruce. Las topologias dptimas se obtienen en las generaciones 88, 116, 201, 215, y 48 con
valores para la compliance de C = 56,10; 54,88; 58,23; 56,54; y 57,21 Nmm vy fracciones de
volumen de V/V, =0,19; 0,19; 0,19; 0,20; y 0,19 con los operadores de recombinacion
aritmética completa (RAC); recombinacion aritmético simple (RAS); cruce intermedio
extendido (CIE), cruce lineal extendido (CLE) y cruce binario simulado (CBS). Se ha podido
demostrar que los operadores RAS, CIE y CBS: (1) necesitan un mayor nimero de generaciones
que usando el operador RAC para alcanzar el 6ptimo; y (2) el operador CBS es el que menor
namero de generaciones necesita para alcanzar el éptimo. Esto se debe a que los genes de los
hijos pueden localizarse dentro o fuera de los genes de los padres, lo que supone una mayor
exploracion.

/ /
y
(@) RAC (b) RAS (b) CIE
C =56,10 Nmm C =54,88 Nmm C =58,23 Nmm

V/V, = 0,19; g=88 V/V, = 0,090; g=116 V/V, = 0,19; g=201

(d) CLI (e) CBS
C =56,54 Nmm C =57,21 Nmm
V/V, =0,20; g=215 V/V, =0,19; g=48

Figura 4.37: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Influencia del tipo de operador de cruce. (a) Cruce aritmético completo. (b) Cruce aritmético
simple. (c) Cruce lineal extendido (d) Cruce lineal intermedio. (e) Cruce binario simulado (#=1).

En la figura 4.38 se muestra la evolucién de la compliance y la fraccién de volumen para
los distintos operadores de cruce. En la figura se puede observar como la eliminacion de
material de forma més progresiva y rapida ocurre con el operador CBS. La evolucion de la
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fraccion de volumen con RAC y RAS ocurren de un modo muy similar, y los mayores periodos
estacionarios se producen con CIE.

60
RAC
RAS
CIE
ek}
CBS

55

[
o

o
[

40

RAC
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CIE
CLl
CBS

Compliance( Nmm)
Fraccion de volumen

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225

Generacion Generacion

(a) (b)
Figura 4.38: Viga de Michell con apoyos fijos y fuerza vertical de 1000 N centrada sobre el
extremo inferior. Influencia del tipo de operador de cruce. (a) Evolucién de la compliance. (b)
Evolucion de la fraccion de volumen.

4.12.4. Influencia de la convergencia del u-GA

El operador u-GA, mantiene la diversidad mediante la reinicializacion de la poblacion
cuando se detecta la convergencia prematura en poblaciones pequefias. Hasta ahora se ha
considerado que existe convergencia cuando el numero de individuos con el mismo alelo para
un determinado bit sea mayor al 80%. En este apartado se estudia como afecta este porcentaje
sobre el disefio 6ptimo.

En las figura. 4.39 se muestran las topologias éptimas obtenidas para diferentes valores
de la convergencia. Para valores de convergencia superiores al 80%, el nUmero de generaciones
necesarias para obtener la topologia 6ptima es excesivamente elevado. Este hecho se debe a la
convergencia prematura del método.

4.12.5. Analisis de los resultados del estudio paramétrico

Analizando los resultados del estudio paramétrico realizado se puede concluir que:

1. La probabilidad de cruce no afecta de forma significativa a la hora de obtener el disefio
Optimo pero si puede suponer un aumento en el numero de generaciones. Para
probabilidades de cruce comprendidas entre 0,95 y 0,8, el nUmero de generaciones esta
entre 77 y 99, siendo la probabilidad de cruce igual a 0,9 con la que se obtiene el minimo
numero de generaciones (77).

2. El operador de seleccion que mejores resultados proporciona es la seleccion por torneo,
suponiendo una gran diferencia en el nUmero de generaciones con respecto a la seleccion
estocastica universal y a la seleccién por ruleta. Esto se debe a que estos dos Gltimos
operadores seleccionan a los padres en funcién de su aptitud, por lo que los individuos con
mejor aptitud tienen una mayor probabilidad de ser elegidos. Esto provoca una falta de
exploracion la cual origina los estancamientos en la evolucion de la compliance y la
fraccion de volumen que se pueden observar en la figura 4.36.
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3. Todos los operadores de cruce analizados conllevan la eliminacién de material hasta una
fraccion de volumen de forma similar. El cruce binario simulado es el que elimina material
de una forma mas répida. Ello se debe a que los genes de los hijos con este operador se
pueden encontrar localizados dentro o fuera de los genes de los padres, suponiendo una
mayor exploracion. Sin embargo, la generacion de los hijos fuera de los genes de los padres
puede ser contraproducente cuando se requiere un tamafo de paso pequerfio para los puntos
de control.

4. Para porcentajes de convergencia superiores al 85%, el mayor nimero de generaciones
necesarias para alcanzar el 6ptimo aumenta. Ademas, el hecho de utilizar un u-GA hace
que no sea necesario utilizar un operador de mutacién, ya que este actia como tal,
manteniendo la diversidad de la poblacion.

/

(a) Conv = 80% (b) Conv = 85% (b) Conv =90%
C =56,10 Nmm C =56,35 Nmm C =53,66 Nmm

V/V, = 0,19; g=88 V/V, = 0,19; g=116 V/V, = 0,19; g=183

(d) Conv = 95% (e) Conv = 100%
C =56.02 Nmm C =55,26 Nmm
V/V, =0,20; g=203 V/V, =0,19; g=172

Figura 4.39: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Influencia de la convergencia del p-GA. (a) 80%. (b) 85%. (c) 90%. (d) 95%. (e) 100%.
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CAPITULO 5:

OPTIMIZACION DE TOPOLOGIA CON
ISOLINEAS Y PROGRAMACION
MATEMATICA

En este capitulo se presenta una metodologia alternativa para la optimizacion de topologia
con isolineas usando programacion matematica. El procedimiento desarrollado se asemeja al
descrito en el capitulo anterior pero con las siguientes diferencias:

1. Los puntos de control definen el contorno exterior de la estructura y no uno virtual.
2. El movimiento de los puntos de control estd controlado mediante programacion
matematica.

Este procedimiento esta organizado en dos etapas. En la primera etapa se desarrolla la
optimizacion de forma y en la segunda se desarrolla la optimizacion de topologia. Antes de
proceder a estas etapas, se realiza un resumen de los principales conceptos sobre programacion
matematica necesarios para una mejor comprension del procedimiento desarrollado. Una
descripcion mas detallada y rigurosa acerca de la programacion matematica se puede encontrar
en textos como Luenberger (1989) y Hafka y Girdal (1992).
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5.1. Programacién matematica

La programacion matemética (Mathematical Programming, MP) es un conjunto de
métodos que tratan de buscar la solucién del problema (1.1) mediante el uso de métodos
numéricos, de tal forma que un conjunto de variables de disefio minimice o maximice la funcion
objetivo satisfaciendo las restricciones impuestas. La funcidn objetivo junto al conjunto de
restricciones que limitan el espacio de disefio se conoce como programa matematico o problema
de programacién matematico.

La mayoria de estos métodos, son procesos iterativos en los que se genera una secuencia
de puntos que se espera que converjan al éptimo. El procedimiento consiste en realizar una
estimacion inicial para el conjunto de las variables de disefio e ir actualizando iterativamente
estas variables a partir del punto actual x* segin la expresion

xk1 = x* + ad (5.1)

donde k representa la iteracion actual, a el tamafio de paso y d la direccién de busqueda. La
actualizacién de las variables x se lleva a cabo en dos etapas. La primera etapa consiste en
determinar la direccion de busqueda de cada una de las variables y la segunda en determinar el
tamafio de paso a dar en la direccion de busqueda. La bisqueda termina cuando no se puede
mejorar el valor de la funcion objetivo sin violar alguna de las restricciones.

Los problemas de programacién matematica se pueden clasificar en varias categorias
dependiendo de la naturaleza y forma de las variables de disefio (variables discretas, enteras o
continuas), y nimero y naturaleza de las funciones objetivos y restricciones (multiobjetivo,
lineales y no lineales). Sin embargo, solo se centrara la atencion en el problema restringido no
lineal. Una revisién detallada acerca de los diferentes métodos existentes se puede encontrar en
Hafka y Gurdal (1992).

5.1.1. Condiciones de Karush-Kunh-Tucker

El objeto de la programacion matematica es encontrar un conjunto de variables de disefio
que minimicen o maximicen la funcién objetivo. Sin embargo, el problema (1.1) puede
presentar muchos minimos locales. Solo bajo ciertas circunstancias se puede asegurar la
existencia de un minimo global. ElI método del multiplicador de Lagrange permite determinar
los minimos de un problema restringido. La funcion de Lagrange del problema (1.1) se define
como

LEAR = [0+ ) de 9@ + )y hi(0) 52)
k=1 j=1

donde 4 y u son los vectores multiplicadores de Lagrange de las restricciones de desigualdad e
igualdad, respectivamente. Una solucion x’ del problema de optimizacion (1.1) debe de
satisfacer las condiciones de optimalidad o de Karush-Kunh-Tucker (KKT) enunciadas como:
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Las condiciones de KKT son también conocidas como condiciones estacionarias de
primer orden, puesto que se basan en las derivadas de primer orden de la funcion Lagrangiana
(Ec. 5.2). Las dos ultimas condiciones KKT proporcionan informacién sobre que restricciones
se encuentran activas o inactivas. Una restriccion esté activa si g, = 0y A, > 0, e inactiva si
gk <0y, =0.

Las condiciones KKT son condiciones necesarias para la determinacion de una solucion
optima global. Sin embargo, en algunos métodos de MP tales como programacion lineal o
programacion cuadratica, las condiciones KKT son suficientes para la determinacion de un
Optimo global.

5.1.2. Analisis de sensibilidad

Se conoce como andlisis de sensibilidad de disefio al proceso por el cual se determinan
los gradientes de una funcion con respecto a las variables de disefio. Aunque el término correcto
es “gradiente”, se ha adoptado el término de “sensibilidad” ya que este fue el utilizado por la
Mac-Neal Schwendler Corporation (MSC) cuando se afiadieron los célculos de gradientes en
el programa NASTRAN por primera vez.

La mayoria de los métodos de MP requieren del calculo de los gradientes o sensibilidades
de la funcion objetivo (Vf) y de las restricciones (Vg,) para determinar la direccion de
busqueda.

Los métodos de andlisis de sensibilidad se pueden agrupar en tres categorias generales:
métodos aproximados, métodos discretos y métodos continuos. En los métodos aproximados,
la sensibilidad se calcula de forma aproximada mediante diferencias finitas. En los métodos
discretos, la sensibilidad se obtiene derivando la funcion objetivo y las restricciones respecto a
las variables de disefio. En este proceso es necesario derivar la matriz de rigidez con respecto a
las variables de disefio. Si dicha derivada se obtiene de forma analitica, a este método se le
denomina método analitico. En muchos problemas de optimizacién estructural, no es posible
determinar analiticamente Vf y Vg, sobre todo si tanto la funcion objetivo como las
restricciones dependen implicitamente de las variables de disefio. Por ello, a menudo se utiliza
un método semianalitico donde la derivada de la matriz de rigidez con respecto a las variables
de disefio se obtiene de forma aproximada utilizando diferencias finitas. Los métodos
continuos, tratan de obtener la sensibilidad realizando la diferenciacion de la ecuacion
variacional (modelo continuo de la estructura) antes que la discretizacion. Este método se ha
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utilizado sobre todo para el andlisis de sensibilidad en optimizacion de forma utilizando la
derivada material.

Tabla 5.1: Métodos de analisis de sensibilidad (Celorrio, 2013).
Método de diferencias finitas hacia adelante

Método aproximado Método de diferencias finitas hacia atras
Método de diferencias finitas centrales

) ) Meétodo analitico
Meétodo discreto , . ”
Meétodo semianalitico

) . Meétodo continuo-discreto
Método continuo ) . .
Meétodo continuo-continuo

En esta tesis Unicamente se consideraran los métodos basados en diferencias finitas.

5.1.2.1. Diferencias finitas

El método de las diferencias finitas es un método de caracter general que permite la
resolucion aproximada de derivadas definidas en espacios finitos. Es un método sencillo y facil
de implementar, aunque normalmente requiere de un alto coste computacional.

A continuacion se describen los esquemas de diferencias finitas mas comunes.

JACIIN

v

Xo-Ax Xo xot+Ax
Figura 5.1: Esquema de diferencias finitas.

Diferencias finitas hacia adelante: en este esquema, dada la funcién mostrada en la figura 5.1,
la aproximacion de la derivada de la funcion con respecto a la variable de disefio viene
determinada por la pendiente del arco PB y se obtiene mediante la expresion:
af N f(xo + Ax) — f(x0)

f(xo) = dx ymx Ax

(5.4)

donde Ax es el tamafio de paso de la variable de disefio X, x, es el punto en donde se desea
obtener la derivada y f () es el valor de la funcion para el parametro *.
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Diferencias finitas hacia atras: en este esquema, la aproximacion de la derivada de la funcién
con respecto a la variable de disefio viene determinada por la pendiente del arco AP y se obtiene
mediante la expresion:

df

f(xo) = dx

)~ flrg— %)

X=Xq Ax

(5.5)

Diferencias finitas centrales: en este esquema, la derivada se determina mediante la pendiente
AB, la cual se puede expresar como:
df

Firo) = o

_f (o + Ax) — fxg — Ax)
xexg 2Ax

(5.6)

Esta ecuacidn proporciona una aproximacioén mas precisa de la derivada que las Ecs. (5.4
y 5.5), pero de forma menos eficiente. EI nimero de evaluaciones necesarias para determinar
el vector gradiente de la funcion es de 2n + 1, mientras que con diferencias finitas hacia delante
0 hacia atras son necesarias n + 1, siendo n el nimero de variables de disefio.

5.1.3. Algoritmos para la optimizacion con restricciones

Los problemas sin restricciones son muy escasos en optimizacion estructural. Por lo que,
los problemas de optimizacion estructural son habitualmente restringidos. Los métodos de
optimizacion no restringidos son importantes, ya que en muchos de los métodos de
optimizacion con restricciones se transforma el problema en una serie de subproblemas no
restringidos.

Los métodos de optimizacion restringidos pueden clasificarse en funcién del tipo de
variables que utilicen (variables primales o variables duales) en:

Meétodos Primales: estos trabajan directamente en el espacio n-dimensional de las variables de
disefio x. Estos métodos no utilizan ni los multiplicadores de Lagrange ni las condiciones de
KKT y son muy Utiles para manejar variables discretas. Los métodos primales mas importantes
son el Método de las Direcciones Factibles y el Método del Gradiente Conjugado.

Meétodos de Penalizacion: estos métodos trabajan también en el espacio n-dimensional de las
variables de optimizacion. Estos métodos transforman el problema restringido en una serie de
sub-problemas no restringidos mediante la incorporacion de funciones de penalizacion de las
restricciones en la funcion objetivo para, finalmente, obtener una solucion cercana al éptimo,
pero no exactamente el dptimo. Por ello, estos métodos son considerados relativamente
ineficientes. Uno de estos métodos es el Método de Puntos Interiores.

Métodos duales: estos métodos trabajan en el espacio dual m-dimensional de los
multiplicadores de Lagrange (conjunto de 4 y ). Los métodos duales dividen el problema de
optimizacion en dos problemas parciales que tienen que resolverse secuencialmente. Uno de
ellos, es no restringido y se formula en funcion de x, y el otro es restringido y se formula en
funcionde Ay u.

Métodos de Lagrange: estos trabajan en el espacio (n+m)-dimensional de las variables
primales y duales (conjunto de X, 4 y u). Estos métodos resuelven una secuencia de sub-
problemas mediante la aplicacion de las condiciones KKT. Estos sub-problemas son
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caracterizados por una funcién objetivo cuadratica y restricciones de tipo lineal, por ello, son
conocidos como Métodos de Programacion Cuadratica Secuencial (Sequential Quadratic
Programming, SQP). Los métodos SQP son considerados como uno de los métodos mas
sofisticados desde el punto de vista matematico, han sido aplicados con éxito en muchos
problemas de optimizacion estructural y forman parte de casi todos los paquetes de
optimizacion.

5.1.3.1. Programacion Cuadratica Secuencial

Uno de los métodos de programacion matematica mas eficaces para la optimizacion de
problemas restringidos no lineales es el método SQP. Este método se basa en el teorema de los
conjuntos activos (active-sets), el cual especifica que el 6ptimo corresponde al punto minimo
de la funcion de Lagrange en el sub-espacio constituido por los vectores ortogonales de los
gradientes de las restricciones activas. Para ello, se linealiza el problema mediante el método
de Newton y se resuelve en cada paso un problema de programacion cuadrética.

Por simplicidad, se considera en primer lugar el problema de optimizacion con
restricciones de igualdad

minimizar f(x)
sujeto a: h;(x) = 0; ji=1,..n (5.11)
P A

Para este problema, las condiciones de KKT son
V,L(x,2) =V f(x) + Vh(x)TA =0
ViL(x,A) = h(x) =0

(5.12)

La linealizacion de estas ecuaciones en la iteracion actual x* y 2* mediante el método de
Newton proporciona

V F(x%) + VR(E)TA* + V2F (1) (441 — x5) + 2 V2R(x*) (61 — x¥)
+ VR(x¥) (¥ = 2%) = 0 (5.13)
h(x*) + VA(x®)(x**1 — x¥) =0

donde x* y 2,% son el vector de variables y el vector de parametros de Lagrange en la iteracion
actual. Estas ecuaciones se pueden escribir en notacién matricial como

VZLE  VR(x®)T[dk V f(xF)
. = (5.14)
Vh(x*) 0 A h(x*
donde df = x**1 — xk y V2Lk = V2f(x¥) + 2<"V2h(x*). Este problema es equivalente a
resolver el siguiente subproblema de programacion cuadratica
L 1 7
minimizar KYTdk + = d*" V2L (x*)d*¥

Vix)'d +2d VAL(x*)d (5.15)

SUjetO a. h] (xk) + Vh] (xk)Tdk =0; ] =1, e Ny
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Para el caso generalizado donde se incluyen las restricciones de desigualdad, la direccion
de busqueda d* y los nuevos multiplicadores de Lagrange A* se obtienen a partir del siguiente
sub-problema de programacion cuadréatica

s 1
minimizar (X +VF)Td* + > d*V2L(x*)d*
5.16
sujeto a: I (x®) + Vg () Td* = 0; k=1,..,ny4 (5.16)
hj(xk) + th(xk)Tdk = 0; ] =1, (%

el cual puede ser resuelto mediante alguno de los algoritmos para programacion cuadratica
descritos en Nocedal y Wright (2006).

Como se puede apreciar en la Ec. (5.16), para determinar la direccion de busqueda es
necesario determinar la matriz Hessiana de la funcion de Lagrange V2L (x"), la cual se compone
de las segundas derivadas de la funcidn objetivo y de las restricciones. En muchas ocasiones,
esta no es facil de calcular, por lo que es habitual calcular la matriz Hessiana mediante una
aproximacion cuasi-Newton, generalmente BFGS (Nocedal y Wright, 2006). Segin el método
BFGS la matriz Hessiana en la siguiente iteracion se determina como

qquT dekdkTHk

Hk+1 — Hk + = _ -
qk dk d*’ Hkdk

(5.17)

donde g* = VL(x**1, 28T — VL(x*, 2%)T y H¥ es la matriz Hessiana en la iteracion actual.

Como consecuencia de usar una aproximacion BFGS, es necesario realizar una busqueda
unidimensional para poder determinar el valor de las variables en la siguiente iteracion (x**1).
Una manera de realizar esta busqueda unidimensional, es tratar de encontrar un tamafio de paso
a que minimice la siguiente funcion de penalizacion, de modo que se imponga un alto coste a
la violacion de las restricciones

(@ = () +p| ) 1@+ ) max(0,g,(x)} (518)
j=1 k=1

siendo p es un coeficiente de penalizacion.
El algoritmo SQP se puede dividir en los siguientes pasos:

1. Dado el valor de las variables de disefio en la iteracion actual x* y la Hessiana aproximada
actual H¥, se resuelve el sub-problema de programacion cuadratica (Ec. 5.16) para obtener
la direccion de busqueda d* y los multiplicadores de Lagrange A*.

2. Dado d*, determinar el tamafio de paso a que minimice la funcién de penalizacion (Ec.
5.18) y a partir de esta actualizar las variables de disefio en la siguiente iteracion x**1
segun la Ec. (5.1).

3. Actualizar la matriz Hessiana H*** utilizando la Ec. (5.17).

4. Comprobar si se satisfice el criterio de convergencia. En caso contrario, k = i + 1y volver
al paso 1.
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El método SQP esta implementado en la “Optimization Toolbox” de Matlab, el cual se
ejecuta mediante la funcion “fmincon”.

5.2. Primera etapa: Optimizacion de forma

La primera etapa consiste en realizar una optimizacion de forma mediante programacion
matematica y el analisis de elementos finitos mediante una malla fija, de modo que se obtenga
la geometria de minima energia de deformacién o compliance C(u) para una fraccion de
volumen dada:

minimizar  C(u) = u"Ku

Ne
sujeto a: V(x) = A(e)tz §i < Vmax j=1..m, (5.19)
=1
< x < T ;i=1,..,ny

donde u es el campo de desplazamientos, K es la matriz de rigidez global, V;,,, el volumen
maximo admisible, A(®) es el area del elemento, t el espesor del elemento, ¢; el ratio de area
normalizado del elemento j y x es el vector de coordenadas de los n, puntos de control.

Para esto, el contorno exterior de la estructura se representa mediante una curva poligonal
0 una curva B-spline y sus puntos de control se consideran las variables de disefio. La
optimizacion se realiza mediante el algoritmo SQP integrado en la funcion “fmincon” de
Matlab. La funciéon “fmincon” permite encontrar el minimo (0 maximo) de un problema
multivariable con restricciones no lineales.

5.2.1. Metodologia para la optimizacion de forma con malla fijay
programacion matematica

En el diagrama de flujo representado en la figura 5.2 se muestra de forma esquematica el
proceso de optimizacién de forma usando programacion matematica y el analisis con malla fija
de elementos finitos. A continuacion, se describen los principales pasos del algoritmo.

1. Definir las caracteristicas del dominio inicial de la estructura: longitud, altura, espesor, etc.

2. Definir los parametros de la programacion matematica: tipo de diferencias finitas, tamafio
de paso minimo y maximo, numero maximo de iteraciones, valores maximos y minimos
para las variables de disefio, direccién de movimiento, etc.

3. Establecer los parametros de la malla fija: nimero de elementos en ambas direcciones,
modulo de Young para material real y virtual, coeficiente de Poisson, tipo de elementos,
orden de integracién, condiciones de carga, condiciones de apoyo, etc.

4. Situar los puntos de control que definen el contorno exterior de la estructura.

5. Establecer la nueva posicion de los puntos de control mediante el algoritmo SQP.
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6. Analizar la respuesta estructural. En el caso de que un elemento se encuentre sobre el
contorno de la estructura, utilizar el algoritmo de recorte para determinar la parte
proporcional del elemento que se encuentre en el interior de la estructura.

7. Comprobar si se ha alcanzado la fraccion de volumen. Si se cumple, ir al paso 8. En caso

contrario, ir al paso 5.

Dominio inicial
Parametros de la MP
Caracteristicas FG-FEM
Posicion inicial de los PC
Direccion de movimiento PC

|

FG-FEM

le

I

Mover PC mediante SQP

|

FG-FEM

Criterio de parada

Figura 5.2: Diagrama de flujo para la optimizacion de forma con malla fija y programacion
matematica.

5.2.2. Voladizo corto de Michell con carga centrada en el borde libre.

El ejemplo estudiado es el voladizo corto de Michell. Este voladizo esta sometido a una
fuerza vertical de 100 N en el centro del extremo libre. Las dimensiones del dominio de disefio
son de 16 mm de longitud, 10 mm de altura y 1 mm de espesor. Para realizar el analisis se ha
utilizado una malla fija de 96x60 (5760) elementos. El elemento utilizado es el elemento plano
rectangular para tension plana de cuatro nodos, utilizdndose cuatro puntos de Gauss para su
integracion numeérica.

Los valores de los parametros que definen las dimensiones del dominio de disefio
(longitud, altura y espesor), y el andlisis de elementos finitos con malla fija (nimero de
elementos en direccion longitudinal y transversal, médulo de elasticidad real, relacion entre
maodulo de elasticidad real y virtual, y coeficiente de Poisson) se encuentran recogidos en la
tabla 4.1.
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Los parametros que controlan el algoritmo de programacion matematica (tipo de
diferencias finitas, tamafio de paso para las diferencias finitas, limites superiores e inferiores de
las variables, fraccion de volumen) son mostrados en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Parametros que controlan la programacion matematica.

Ejemplo Tipo de diferencias  Tamafiode xf xS*P  V/V,
finitas paso (mm) (mm)
Voladizo de Michell centrales 1 elemento 0 16 0,75
Viga de Michell centrales 1 elemento 0 80 0,8

En este ejemplo se estudian dos configuraciones. En la primera configuracién el contorno
estructural se define mediante una curva poligonal, mientras que en la segunda, el contorno
estructural se define mediante una curva B-spline. En la figura 5.3 se muestra el dominio y la
posicion inicial de los puntos de control usando una curva poligonal y una curva B-spline. En
esta figura, se pueden distinguir dos tipos de puntos de control: fijos y moviles. Los puntos de
control fijos son representados por un circulo contenido en un cuadrado 3, en cambio, los
puntos moviles son representados por un circulo ©. Los puntos de control mdviles Unicamente
pueden moverse en la direccion x. Como se puede observar en la figura, en el caso de utilizar
una curva B-spline es necesario definir 2 puntos de control fijos mas en el entorno de la carga
para obligar a que el contorno pase por esta. Sin embargo, en ambos casos el nimero de
variables es el mismo e igual a 8.

16 mm 16 mm

o . o .

..%‘

10mm

10 mm

mi
5mm

L _ - _
(@) (b)
Figura 5.3: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde
libre. Disposicién y direccion de movimiento de los puntos de control. (a) Curva poligonal. (b)

Curva B-spline.

En la figura 5.4 se muestran las formas 6ptimas obtenidas con ambas configuraciones. La
formas Optimas son obtenidas en las iteraciones 46 y 31 con valores de compliance de C =
7,76-10° Nmm y C = 7,56-:10° Nmm vy fracciones de volumen de V/V, =0,748 y
V/V, =0,749 para una curva poligonal y una curva B-spline, respectivamente. La forma
obtenida con una curva B-spline es un 2,64% mas rigida a la forma obtenida con una curva
poligonal.
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(a) Iteracion 46 (b) Iteracion 31
C=7,76-10° Nmm C=17,56-10° Nmm

Figura 5.4: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde libre.
Formas optimas. (a) Curva poligonal. (b) Curva B-spline.

En la figura 5.5 se muestra la evolucion de la compliance y la fraccion de volumen de
ambas configuraciones. En estas se puede observar como los puntos de control se mueven
inicialmente para satisfacer la restriccién de volumen y una vez cumplida esta, se centran en
minimizar la compliance.

0,065 - 1 0,025 1
: 0,95 :

0,055 Compliance c . Compliance 095 =
— o €
€ Fraccién de volumen 09 E £ 0,02 Fraccién de volumen E
£ 0,045 = 09 3
=z o Z >
- 0,85 > ° 2
S 0,035 2 2 0,015 085 o
S 08 ¢ © 0
o R = o]
£ 0,025 2 =3 08 9
5 075 O £ b
o @ G 0,01

T (&)
0,015 0,7 0,75
0,005 0,65 0,005 0,7
] 8 16 24 32 40 48 0 5 10 15 20 25 30
Iteraccion Iteraccion
(a) (b)

Figura 5.5: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde libre.
Evolucion de la aptitud y de la fraccion de volumen. (a) Curva poligonal. (b) Curva B-spline.
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Iteraccién
Figura 5.6: VVoladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde libre.
Evolucidn del tiempo computacional.

En la figura 5.6 se muestra la evolucion del tiempo computacional. Se puede observar como

la evolucion del tiempo computacional de ambas disposiciones siguen una tendencia lineal.
Ello se debe, a que tanto en el caso de utilizar una curva poligonal para definir el contorno
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estructural como en el caso de utilizar una curva B-spline, el nimero de analisis como los
grados de libertad del modelo de simulacion por iteracién son los mismos. Por un lado, el
namero de analisis por iteracion no varia ya que este depende del nimero de variables y por
otro, los grados de libertad son los mismos por utilizar una malla fija de elementos finitos.
Ademas, se observa como la pendiente utilizando la curva B-spline es ligeramente superior a
la obtenida con la curva poligonal y el nimero de iteraciones necesarias para conseguir la
forma Gptima es menor.

5.2.3. Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical centrada en el
borde inferior

El segundo ejemplo es una viga con apoyos fijos en las esquinas inferiores y sujeto a una
carga vertical de 1 kN centrada en el borde inferior. Debido a condiciones de simetria, se
considera un dominio de disefio de 100 mm de longitud, 80 mm de altura y 1mm de espesor. El
dominio de disefio se ha dividido en 2200 elementos, 55 en la direccién longitudinal y 40 en la
transversal.

Los valores de los pardametros que definen las dimensiones del dominio de disefio
(longitud, altura y espesor), y el andlisis de elementos finitos con malla fija (nimero de
elementos en direccion longitudinal y transversal, modulo de elasticidad real, relacion entre
modulo de elasticidad real y virtual, y coeficiente de Poisson) se encuentran recogidos en la
tabla 4.1.

Los pardmetros que gobiernan la programacion matematica (tipo de diferencias finitas,
tamafo de paso para las diferencias finitas, limites superiores e inferiores de las variables,
fraccion de volumen) son mostrados en la tabla 5.2.

En la figura 5.7, se muestra el dominio y la posicion inicial de los puntos de control.
Como se puede observar, el contorno exterior se define por medio de 8 puntos de control de los
cuales 2 son fijos.

200 mm

100 mm

80 mm

/ﬁ

Figura 5.7: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Disposicion y direccion de movimiento de los puntos de control usando una poligonal.
Optimizacion de forma.
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En la figura 5.8, se muestran las formas dptimas obtenidas para un contorno definido
mediante una curva poligonal y un curva B-spline. La formas Optimas son obtenidas en las
iteraciones 28 y 30 con valores de compliance de C =46,75Nmm Yy C =51,81 Nmm y fracciones
de volumen de V /V, = 0,75y V /V, = 0,7482 para una curva poligonal y una curva B-spline,
respectivamente. La geometria definida mediante una curva B-spline es un 9,87% menos rigida.

(a) Iteracion 28 (b) Iteracion 30
C=46,75 Nmm C=51,81 Nmm

Figura 5.8: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Formas 6ptimas. a) Curva poligonal. B) Curva B-spline.

En la figura 5.9, se muestra la evolucion de la compliance y la fraccion de volumen
usando una curva poligonal y una B-spline. Al igual que en el voladizo corto de Michel, la
optimizacion se centra primero en cumplir la restriccién de volumen y una vez satisfecho se
centra en minimizar el valor de la funcién objetivo.
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Figura 5.9: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Evolucion de la aptitud y de la fraccion de volumen. (a) Curva Poligonal. (b) Curva B-
Spline.

En la figura 5.10, se puede observar como mediante una curva poligonal el tiempo
computacional por iteracion (pendiente de la curva) es ligeramente inferior a la obtenida con la
B-spline. Ademas, el nimero de iteraciones también es menor con la curva poligonal.
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Figura 5.10: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Comparacion de la evolucion del tiempo computacional usando una curva poligonal y una
curva B-spline.

5.2.4. Conclusiones

Un factor clave a la hora de realizar una optimizacion es el tiempo computacional, el cual
esta relacionado con el numero de analisis por iteracion y el nimero de iteraciones para
conseguir el éptimo.

Al utilizar un método de diferencias finitas para determinar el gradiente de la funcién
objetivo (Vf) y de las restricciones (Vgi), el nimero de andlisis por iteracion es de
2ny(nr+nRr)+1, donde nyes el nimero de variables o puntos de control mdviles, ng es el nUmero
de funciones objetivo y nr el nimero de restricciones. Como se ha podido observar, el tiempo
computacional por iteracién no varia significativamente por el hecho de usar una curva
poligonal o una B-spline, ya que en estas se ha utilizado el mismo nimero puntos de control.
Sin embargo, las curvas B-spline permiten definir curvas, con un reducido nimero de puntos
de control, de mayor precision, con la consiguiente reduccion en el tiempo computacional.

Por otro lado, no se puede asegurar que el uso de una curva B-spline implique un menor
namero de iteraciones para obtener el 6ptimo, ya que en el ejemplo del voladizo de Michell el
namero de iteraciones es menor al utilizar una curva B-spline con respecto a una poligonal,
mientras que para el ejemplo de la viga de Michell ocurre el efecto contrario.

5.3. Segunda etapa: Optimizacion de topologia.

La segunda etapa ha consistido en la realizacion de una metodologia para la optimizacién
de topologia mediante programacion matematica y el analisis de elementos finitos con malla
fija. El objetivo es encontrar la estructura con menor energia de deformacion que satisfaga la
restriccion de volumen deseada. Para ello, usando la programacion matematica se controla el
movimiento de una serie de PC que definen el contorno exterior de la estructura, método
descrito en el apartado 5.2. A partir de este contorno, se extrae las isolineas de un cierto valor
de referencia (v,.f). Una vez obtenidas las isolineas, las cavidades interiores son obtenidas
mediante la eliminacion y redistribucion de material en aquellas zonas donde se obtenga un
valor de energia de deformacion o compliance inferior y superior al valor de referencia
respectivamente.
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5.3.1. Funcion objetivo

En este capitulo Gnicamente se considera el problema de optimizacion que minimice la
energia de deformacién que satisfaga la restriccion de volumen (Ec. 5.19), aunque puede ser
facilmente extensible al problema de minimizacion de la desviacion estdndar de las tensiones
de von Mises en el contorno sujeto a una restriccion de volumen.

5.3.2. Isolineas de referencia

El valor de referencia para la extraccion de las isolineas es el valor medio filtrado de la
energia de deformacion sobre la curva (poligonal o B-spline) constituida por los PC descrita
en el capitulo anterior y que se puede expresar como

L&
Vpef = NZ Ciru (5.20)
im1

donde N es el nimero de puntos tomados sobre la curva poligonal o B-spline y C; ¢;; es la
energia de deformacidn filtrada sobre el punto i, la cual se define por la expresion
Ci; si Ci < Hc + Oc

Cipu = {Ilc +0¢; SiC > uc+og (621)

donde u. y o son el valor medio y la desviacion estandar de la energia de deformacion,
respectivamente.

5.3.3. Extraccion de cavidades

Una vez determinado el valor de referencia de las isolineas, es necesario determinar
cuéles de las isolineas para dicho valor son de interés. En la figura 5.11b se muestra cuatro
isolineas (IR1, IR2, IR3 y IR4) de un cierto valor de referencia para el dominio mostrado en la
figura 5.11a. Como se puede apreciar, Unicamente interesa realizar el recorte por aquellas
isolineas que definan nuevas cavidades (IR1 e IR2), ya que si se realiza el recorte por las
isolineas IR3 e IR4, este modifica el contorno exterior, el cual debe ser inicamente modificado
por el movimiento de los puntos de control.

;z O
IR3
IR1
IR2
o] Lem—
R4
L 7

(a) (b)

Figura 5.11: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde libre.
(a) Dominio. (b) Definicidn de regiones a partir de las isolineas para un valor de referencia.
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Una vez determinada las isolineas de interés, la nueva topologia se obtiene utilizando el
algoritmo de recorte descrito en el apartado 4.3.2, clasificando los elementos como interiores,
exteriores o de borde.

5.3.4. Proceso de reducciéon de volumen

Al determinar la posicion y la forma de las cavidades mediante las isolineas de un cierto
valor de referencia, hay que realizar la reduccion de volumen de forma fragmentada,
estableciendo fracciones de volumenes intermedias hasta llegar a la fraccion de volumen
objetivo. Ello se debe, como se ha visto en el apartado 5.2, a que el método SQP primero busca
cumplir la restriccion de volumen y a continuacion reducir la fraccion de volumen. Este hecho,
puede provocar cambios importantes en la posicion de los puntos de control, lo que implica
valores de referencia elevados para la isolinea de recorte, impidiendo la readaptacion de la
distribucion de la energia de deformacion. En la figura 5.12 se muestra el cambio de posicion
de los PC en la primera optimizacién para el problema (5.9) con una fraccion de volumen igual
a 0,2. La figura 5.12b muestra el recorte para el valor de referencia determinado mediante la
Ec. (5.20). Como se puede observar, en esta primera iteracion la cavidad originada es excesiva.

(@) (b)

Figura 5.12: Recorte excesivo. (a) Posicion de los PC en la primera iteracion. (b) Extraccion de
cavidades.

Por ello, se cree necesario establecer una reduccion de volumen iterativa hasta llegar a la
fraccion de volumen deseada. La cantidad de volumen a reducir en cada iteracion viene
determinada por la expresion

_ (FVE"Y — FV,p;) * AVpay
(1—FVyp;)

donde FV*~1 es la fraccion de volumen de la iteracion anterior, FV,pj es lafraccion de volumen

objetivo, AV, 4, €S el maximo cambio de volumen permitido y AV,,,;,, €s el minimo cambio de
volumen permitido. Con esta funcidn se establece una relacion lineal entre el cambio de
volumen a realizar en la iteracidn actual respecto a la fraccion de volumen en la iteracion
anterior. De este modo, se controla el cambio de posicién de los PC sobre todo en las iteraciones
iniciales, evitando que se produzcan cambios significativos de los PC. Ademas, de esta forma
se alternan etapas que buscan satisfacer la reduccion de volumen con etapas que buscan reducir
el valor de la funcion objetivo

AVk

+ AVpin (5.21)
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5.3.5. Metodologia para la optimizacién de topologia con malla fija y
programacion matematica

En el diagrama de flujo representado en la figura 5.13 se muestra de forma esquematica
el proceso de optimizacion de topologia mediante programacion matematica y el analisis con
una malla fija de elementos finitos. A continuacion, se describen los principales pasos del
algoritmo planteado.

1. Definir las caracteristicas del dominio inicial de la estructura: longitud, altura, espesor, etc.

2. Establecer los parametros de la malla fija: nimero de elementos en ambas direcciones,
modulo de Young para el material real y el virtual, coeficiente de Poisson, tipo de
elementos, orden de integracion, condiciones de carga, condiciones de disefio, etc.

3. Situar los puntos de control que definen el contorno exterior de la estructura.

4. Establecer los parametros que controlen la optimizacion de forma: tipo de diferencias
finitas, tamafos de paso minimos y méaximos permitidos, nimero maximo de iteraciones,
valores méaximos y minimos permitidos que pueden tomar las variables, direccion de
movimiento, volumen a reducir en esta iteracion.

5. Realizar la optimizacion de forma hasta la fraccién de volumen objetivo fijada para la
iteracion mediante SQP.

Analizar la respuesta de la estructura.
Determinar el valor de referencia de la IR.

Seleccionar las isolineas adecuadas para el valor de referencia.

© ©° N o

Analizar la respuesta estructural. En el caso de que un elemento se encuentre intersectado
por una isolinea, utilizar el algoritmo de recorte para determinar la parte proporcional del
elemento que se encuentra en el interior de la estructura.

10. Si el cambio de volumen es mayor que el volumen de cambio maximo permitido, ir a al
paso 8. En caso contrario ir al paso 11.

11. Comprobar si se alcanza la fraccion de volumen minima. Si no se alcanza ir al paso 4. En
caso contrario ir al paso 12.

12. Detener el proceso de optimizacion

5.3.6. Voladizo corto de Michell con carga centrada en el borde libre.

El primer ejemplo optimizado es el voladizo corto de Michell con una carga centrada en
el borde libre. ElI dominio de disefio, la posicion inicial y la direccion de movimiento de los
puntos de control se muestran en la figura 5.3.

Los valores de los pardametros que definen las dimensiones del dominio de disefio
(longitud, altura y espesor), y del analisis de elementos finitos con malla fija (nimero de
elementos en direccion longitudinal y transversal, modulo de elasticidad real, relacion entre
modulo de elasticidad real y virtual, y coeficiente de Poisson) se encuentran recogidos en la
tabla 4.1.
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Inicio

Dominio inicial
Parametros de la MP
Caracteristicas FG-FEM
Posicion inicial de los PC
Direccion de movimiento PC

Parametros optimizacion de forma

'
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Nueva posicién PC
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FG-FEM

AV% > AV % max

[ R ——

______________ No _ Proceso de estabilizacidn

Criterio de parada

Figura 5.13: Diagrama de flujo para la optimizacién de topologia con isolineas, malla fija'y
programacién matematica.

Los parametros que controlan la optimizacion de forma (tipo de diferencias finitas,
tamafio de paso en las diferencias finitas, limites superiores e inferiores de las variables,
fraccion de volumen objetivo, maximo y minimo cambio de volumen permitido por iteracion)
se muestra en la tabla 5.3.
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Tabla 5.3: Parametros que controlan la optimizacién de forma.

Ejemplo Tipo de Tamafio  xf xS V/Vy AVayax AViin
diferencias finitas  depaso  (mm) (mm)

Voladizo de Michell centrales 1 elemento 0 2 0,25 0,5 0,05
Viga de Michell centrales 1 elemento 0 10 0,25 0,5 0,05

En la figura 5.14 se muestran algunas de las topologias que han ido surgiendo durante el
proceso de optimizacion utilizando una curva poligonal y una B-spline para definir el contorno
estructural. La topologia éptima utilizando una curva poligonal se obtiene en la iteracion 21,
con un valor para la compliance de ¢ =11,79-10° Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,21. La topologia 6ptima utilizando una curva B-spline se obtiene en la iteracién 20,
con un valor para la compliance de € =9,97-10° Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,19. Como se puede observar, se obtiene la misma topologia pero con geometrias
completamente diferentes, siendo la topologia obtenida mediante la curva B-spline un 18,5%
mas rigida que la obtenida usando la curva poligonal.

(a.1) Iteracion 9 (b.1) Iteracion 3
C =3,42:10° Nmm; V /V, = 0,51 C =3,93-10° Nmm; V /V, = 0,67

(a.2) Iteracion 11 (b.2) Iteracion 10
C =4,65-10° Nmm; V/V, = 0,47 C =5,81-10° Nmm; V/V, = 0,46

Figura 5.14: Voladizo corto de Michell con fuerza vertical de 100 N centrada sobre el borde
libre. Topologias para diferentes generaciones y codificaciones. (a) Poligonal. (b) B-spline.
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(a.3) Iteracion 15 (b.3) Iteracion 17
C =5,85-10° Nmm; V/V, = 0,24 C =8,14-10° Nmm; V /V, = 0,27

(a.4) Iteracion 21 (b.4) Iteracion 20
C =11,79-10° Nmm; V /V, = 0,21 C =9,97-10° Nmm; V/V, = 0,19

Figura 5.14: Voladizo corto de Michell con fuerza vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
Topologias para diferentes generaciones y codificaciones. (a) Poligonal. (b) B-spline. (continuacion)

Un inconveniente asociado con el uso de la curva poligonal sucede con los punto superior
e inferior derecho, (puntos PC1y PC2 de la figura 5.15, respectivamente), ya que estos deberian
desplazarse verticalmente para obtener una topologia éptima similar a la obtenida en el capitulo
anterior (ver figura 4.12). Por ello, la optimizacion deberia ser realizada permitiendo el
movimiento de los puntos de control en la direccion x e y del sistema coordenado. Como se
puede observar en la figura 5.15, el movimiento vertical de estos dos puntos conllevaria un
desplazamiento hacia la derecha de los puntos donde se unen las barras interiores, dando lugar
a una geometria mas parecida a la de la figura 4.12. Sin embargo, la mejora en la precision de
la topologia mediante el movimiento de los puntos de control en ambas direcciones (x e y) va
en detrimento del coste computacional, ya que seria necesario realizar el doble de analisis para
evaluar el gradiente mediante diferencias finitas. En cambio, usando la curva B-spline no se
presenta dicho inconveniente ya que el movimiento del contorno exterior ocurre de forma
global. Ello se debe, a que cada segmento que conforma la curva B-spline depende de la
posicion de 4 puntos de control, por lo que se consigue indirectamente el movimiento del
contorno en ambas direcciones.

En la tabla 5.4 se muestran los valores correspondientes a la energia de deformacion
méaxima y media en el dominio de disefio, las tensiones de von Mises méaximas y medias, el
valor de la isolinea de recorte, el valor de la compliance, la fraccion de volumen, y el tiempo
acumulado en distintas iteraciones.
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PC2

Figura 5.15: Voladizo corto de Michell con fuerza vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
Inconvenientes asociados con el movimiento en una Unica direccion.

Tabla 5.4: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
Resultados para diferentes iteraciones usando una curva poligonal y una curva B-spline.

Tipo It cm ¢l oV’ opi' Vref  Compliance V. Tiempo

(N-mm) (N-mm) (MPa) (MPa) (N-mm) (N-mm) Vo (min)

0 2,52 1,72E-6 173,56 33,70 2,10E-5 2,77E-3 1,00 0
= 7 3.54 4,12E-6 228,41 35,68 6,08E-2 3,42E-3 0,67 276,97
_8) 8 6,89 7,05E-6 256,37 51,89 7,56E-2 4,65E-3 0,49 299,79
E 22 8,99 7,56E-6 288,89 73,93 25,31E-2 5,85E-3 0,38 620,09
23 12,83 12,17E-6 421,58 117,98  31,10E-2 11,79E-3 0,20 709,15

0 240E-5 1,00E-6 173,22 33,48 0 2,65E-3 1 0
@ 6 430E-5 2,00E-6 241,53 46,19 6,00E-6 3,93E-3 0,67 114,35
S 8 8,60E-5 3,00E-6 261,32 55,03 9,00E-6 5,81E-3 0,46 291,62
oM 10 9,90E-5 8,00E-6 350,50 95,33 26,00E-6 8,14E-3 0,27 792,77
12 146E-5 14,00E-6 443,71 117,42  34,00E-6 9,97E-3 0,19 807,04

En la figura 5.16 se muestra la evolucion de la compliance y la fraccion de volumen para
un contorno definido mediante una curva poligonal y una B-spline. En esta se observa como la
evolucidn de la fraccion de volumen mediante una curva B-spline ocurre de modo mas suave.
Esto puede ser uno de los motivos por el cual se obtiene con la curva poligonal la geometria
resultante. Como se aprecia en la reduccién de la fraccion de volumen entre la iteracion 10 y

1.

Compliance (Nmm)

Compliance

Fraccién de volumen

o
[6,]
Fraccion de volumen

0,1

6 8 10 12 14 16 18 20 22

Iteraccion

(@)

Compliance (Nmm)

Compliance

Fraccién de volumen

Fraccion de volumen

0,1

6 8 10 12 14 16 18 20

Iteraccion

(b)

Figura 5.16: Voladizo corto de Michell con fuerza vertical de 100 N centrada sobre el borde libre.
(a) Evolucion de la compliance y fraccion de volumen. (b) Evolucion del tiempo computacional.
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En la figura 5.17 se muestra el tiempo computacional para ambas configuraciones. Se
pueden observar cambios bruscos en ciertas iteraciones, los cuales son debidos a un mayor coste
computacional a la hora de obtener el contorno éptimo en dicha iteracion. Ademas, se puede
apreciar como a pesar de necesitar un reducido nimero de iteraciones el coste computacional
es elevado.

900

Poligonal

00
o
o

B-spline

o O O
o O O

Tiempo acumulado (min)
B N WS O N
o O © O
o O O o

o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Iteraccion

Figura 5.17: Voladizo corto de Michell con carga vertical de 100N centrada sobre el borde libre.
Evolucion del tiempo computacional.

5.3.7. Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical centrada en el
borde inferior

El segundo ejemplo es una viga con apoyos fijos en las esquinas inferiores y sujeto a una
carga vertical de 1 kN centrada en el borde inferior. EI dominio de disefio, la posicion inicial y
la direccion de movimiento de los puntos de control son mostrados en la figura 5.7.

Los valores de los parametros que definen las dimensiones del dominio de disefio
(longitud, altura y espesor), y el andlisis de elementos finitos con malla fija (numero de
elementos en direccion longitudinal y transversal, médulo de elasticidad real, relacion entre
modulo de elasticidad real y virtual, y coeficiente de Poisson) se encuentran recogidos en la
tabla 4.1.

Los pardmetros que controlan la optimizacion de forma (tipo de diferencias finitas,
tamafio de paso en las diferencias finitas, limites superiores e inferiores de las variables,
fraccion de volumen objetivo, maximo y minimo cambio de volumen permitido por iteracién)
son mostrados en la tabla 5.3.

En la figura 5.18 se muestran algunas de las topologias que han ido surgiendo durante el
proceso de optimizacion utilizando para definir el contorno exterior una curva poligonal y una
curva B-spline. La topologia 6ptima obtenida con una curva poligonal se obtiene en la iteracion
23, con un valor para la compliance de € =60,31 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,21. En el caso de utilizar una curva B-spline, la topologia 6ptima se obtiene en la
iteracion 12, con un valor de compliance de € = 57,55 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,19. En ambos casos se obtiene la misma topologia, pero mostrando geometrias
sensiblemente diferentes. La topologia obtenida mediante la curva B-spline es un 4,57% mas
rigida que la obtenida con la curva poligonal. Se puede apreciar también, como el contorno
exterior definido mediante la curva B-spline es mas suave, y el espesor de los distintos tramos
0 barras es méas uniforme. Esto puede ser debido a la menor precision de las curvas poligonales
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para adoptar formas curvas, siendo necesario para mejorar dicha precision una mayor
segmentacion, mediante un aumento de los puntos de control, con el consiguiente aumento
computacional.

(a.1) Iteracion 7 (b.1) Iteracion 6
C =27,66 Nmm; V/V, =0,51 C =25,81 Nmm; V/V, = 0,56

(a.2) Iteracion 8 (b.2) Iteracion 8
¢ =30,15 Nmm; V /V, = 0,47 C =28,93Nmm; V/V, =0,43

(a.3) Iteracion 22 (b.3) Iteracion 10
C =46,13 Nmm; V /V, = 0,24 C =47,97 Nmm; V /V, = 0,24

(a.4) Iteracion 23 (b.4) Iteracion 12
¢ =60,31 Nmm; V/V, =0,21 C =57,55 Nmm; V/V, =0,19

Figura 5.18: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Topologias para diferentes generaciones y codificaciones. (a) Poligonal. (b) B-spline.
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En la tabla 5.5 se muestran los valores correspondientes a la energia de deformacion
maximay media, la tensiones de von Mises maximay media, el valor de referencia de la isolinea
de recorte, lacompliance, la fraccion de volumen y el tiempo acumulado en distintas iteraciones
para ambos casos.

Tabla 5.5: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el
borde inferior. Resultados para diferentes iteraciones para un contorno definido mediante una
curva poligonal y una B-spline.

Tipo It cm" cme ot ot Vref Compliance V. TierT1p0

(N-mm) (N-mm) (MPa) (MPa) (N-mm) (N-mm) Vo (min)

5,77 1,72E-2 736,46 33,70 2,10E-5 20,84 1,00 0
EE 7,20 4,12E-2 824,77 57,50 6,08E-2 27,66 0,51 189,20
.% 7,29 5,00E-2 830,21 63,93 7,56E-2 30,15 0,43 220,24
E 22 8,77 12,42E-2 911,27 101,37 2531E-2 46,13 0,23 620,89
23 9,64 18,21E-2 953,02 121,05 31,10E-2 58,81 0,20 629,15

0 5,77 1,72E-2 736,46 33,70 2,50E-5 20,84 1 0
® 6,95 3,52E-2 810,59 51,72 5,21E-2 25,81 0,56 105,47
S 7,27 4,73E-2 829,16 62,57 12,22E-2 28,93 0,43 130,21
m 10 7,70  1353E-2 85473 108,13 2454E-2 47,97 024 196,85
12 8,13 18,78E-2 878,13 125,05 38,10E-2 57,55 0,19 228.93

En la figura 5.19 se muestra la evolucion de la compliance y de la fraccion de volumen
usando ambos tipos de curvas. Se puede observar como la eliminacion de material ocurre de
forma gradual con ambas curvas. Esto se debe al hecho de disponer los puntos de control sobre
un contorno que no tiene cargas ni condiciones de contorno, lo cual hace que la evolucién del
valor de referencia de la isolinea ocurra de forma maés gradual.
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Figura 5.19: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Evolucién de la compliance y de la fraccion de volumen. (a) Curva poligonal. (b) Curva B-
spline.

En la figura 5.20 se puede observar como el tiempo computacional por iteracion
utilizando una curva poligonal es mayor que utilizando una curva B-spline. Ademas, el numero
de iteraciones necesarias para conseguir el optimo es también mayor. Sin embargo, el tiempo
computacional por iteracion con la B-spline sufre mayores fluctuaciones.
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Figura 5.20: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de 1000 N centrada sobre el borde
inferior. Evolucién del tiempo computacional.

5.4. Conclusiones

Analizando los resultados obtenidos se puede determinar que:

1.

Las topologias dptimas obtenidas mediante el uso de una curva B-da como resultado
soluciones mas precisas Yy rigidas que las obtenidas mediante el uso de una curva poligonal.

La precision del contorno exterior depende del nimero de puntos de control y de las
direcciones de movimiento permitidas. Ambos casos conlleva un aumento en el nimero de
analisis necesarios para evaluar los gradientes, con el consiguiente aumento
computacional. Un proceso alternativo para disminuir el nimero de andlisis por iteracion
y acelerar el proceso de optimizacion, considerado como trabajo futuro, seria determinar
una expresion analitica para determinar los gradientes en lugar de utilizar diferencias
finitas.

Ademas si se comparan los resultados obtenidos en este capitulo con los obtenidos en el capitulo
anterior se puede concluir que:

1.

El método propuesto en este capitulo se realiza una optimizacion de forma para definir el
contorno exterior de la estructura y a partir de este se determina las isolineas para un cierto
valor de referencia a partir de las cuales se definen las cavidades. Ambos procesos se llevan
a cabo de modo independiente. Ello quiere decir, que cuando se esta realizando la
optimizacion de forma las cavidades permanecen inalterables y de igual modo, cuando se
definen las nuevas cavidades el contorno exterior permanece inalterable. Esta
independencia de los procesos puede dar lugar a intersecciones entre el contorno exterior
y las cavidades, dando lugar a soluciones no factibles. En cambio, con el método propuesto
en el capitulo anterior no se produce este problema, ya que tanto el contorno exterior como
las cavidades se definen de forma integrada a partir de las isolineas de cierto valor. Un
proceso alternativo para aliviar este problema, considerado como un trabajo futuro, seria
que una vez determinada la cavidad, definir la misma mediante una serie de puntos de
control y controlar el movimiento de estos mediante el algoritmo SQP. De esta forma, tanto
el contorno exterior como las cavidades estarian controlados dentro del mismo proceso.
Sin embargo, este método supondria aumentar el nimero de puntos de control, siendo
imprescindible determinar de forma analitica el gradiente.
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Las topologias dptimas obtenidas en este capitulo son menos suaves y precisas que las
obtenidas en el capitulo anterior, ya que en el capitulo anterior tanto el contorno exterior
como las cavidades vienen determinas en a partir de las isolineas de un cierto valor de
referencia independientemente de que se utilice una curva poligonal o una curva B-spline
para definir el contorno virtual a partir del cual se determina el valor de referencia. Sin
embargo, en este capitulo el contorno exterior es dependiente de la posicion de los puntos
de control, por lo que la suavidad de este va a depender del nimero de puntos de control
utilizados, siendo necesario para el caso de utilizar una curva poligonal un alto nimero de
puntos de control.

En este capitulo es necesario llevar a cabo la reduccion de volumen de un modo iterativo,
ya que el método SQP se centra primero en satisfacer las restricciones y una vez satisfechas,
en minimizar la funcion objetivo. Por ello, si se lleva a cabo una reduccion de volumen
directa puede provocar soluciones en las que no se genere cavidades.

A pesar de que el numero de iteraciones para conseguir el 6ptimo mediante SQP es menor,
el tiempo computacional es considerable. Ello se debe a que el nimero de sub-iteraciones
necesarias para conseguir la forma Optima en cada iteracion es variable, pudiendo dar
origen a grandes fluctuaciones entre iteraciones.

El método utilizado en este capitulo tiene un elevado ndmero de pardmetros (tipo de
diferencias finitas, tamafio de paso minimo y maximo para las evaluar el gradiente
mediante diferencias finitas, direcciones de movimiento, maximo y minimo
desplazamiento permitidos de las puntos de control, nimero de sub-iteraciones, etc.) los
cuales, en base a los ejemplos realizados, tienen una elevada influencia sobre el proceso de
optimizacion. Una mala configuracion de estos puede dar lugar a 1) desplazamientos de
los puntos de control excesivos originando un elevado valor de referencia y por
consiguiente una elevada eliminacion de material; 2) desplazamientos de los puntos de
control minimos con el consiguiente aumento en el nimero de iteraciones para alcanzar el
optimo; y 3) evaluaciones erroneas del gradiente por utilizar tamafios de pasos no
adecuados.
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CAPITULO 6:

DISENO OPTIMO ROBUSTO DE
TOPOLOGIA: METODOS

Los parametros aplicados a los métodos propuestos, hasta este momento, se han tratado
desde un punto de vista determinista. Sin embargo, este modo de considerar los parametros en
el problema de optimizacion es una idealizacion de la realidad, ya que todo problema tiene
asociado inherentemente una serie de incertidumbres. Esta idealizacion es motivada
generalmente para una mayor claridad en la definicién, o por disminuir la dificultad de
implementacién, o para reducir el coste numérico del problema.

Como se menciono en el capitulo 1, la consideracion de la incertidumbres en el problema
de optimizacion ha estimulado la aparicion de formulaciones tanto probabilistas como no-
probabilistas. Actualmente, para la optimizacién de topologia se pueden distinguir dos tipos de
formulaciones probabilistas o estocasticas, las basadas en fiabilidad o en el disefio robusta. Esta
tesis se centra Unicamente en la formulacion RTO. Por ello, en este capitulo se muestra una
revision acerca de las diferentes técnicas existentes para tratar el problema RTO.
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6.1. Fundamentos estadisticos

6.1.1. Variable aleatoria

Una variable o parametro de disefio que exhibe incertidumbre se denomina variable
aleatoria. Las variables aleatorias son designadas mediante una letra mayuscula, tal como X.
Todas las funciones y cantidades estadisticas que caracterizan a una variable aleatoria
particular, se designan con la respectiva letra mayudscula. En cambio, la correspondiente letra
minuscula x se utiliza para designar un posible valor de X. El conjunto formado por todos los
resultados posibles que se pueden obtener para X se denomina espacio muestral Q.

Las variables aleatorias se pueden clasificar en discretas y continuas. Se dice que una
variable aleatoria es discreta si el conjunto de valores que puede tomar es puntual y contable.
Por el contrario, se dice que una variable aleatoria es continua si el conjunto de valores que
puede tomar consiste en uno 0 mas intervalos de R.

El caracter de una variable aleatoria se especifica mediante su funcién de distribucién de
probabilidad py (x). La funcion de distribucion de probabilidad cuantifica la probabilidad P de
que ocurra un evento especifico. Si X es una variable discreta, la funcién de distribucion de
probabilidad se denomina funcion de probabilidad o funcién de probabilidad de masa y
cuantifica la probabilidad de que ocurra un evento especifico “a”, mientras que para el caso en
el cual X sea continua, se denomina funcién de densidad de probabilidad (probability density
function, pdf) y cuantifica la probabilidad de que ocurra el intervalo {a < X < b}. La figura
6.1 muestra un ejemplo para distribuciones de probabilidad discreta y continua.

4 p(x) 4 px)
P{X=a}=p(a)

Pla=X<=Db)

| | | 1 i
a a b
(a) (b)
Figura 6.1: Funcidn de distribucion de probabilidad py (x) para una variable aleatoria X.
(a) Discreta. (b) Continua.

Y =
Y -

Con objeto de aumentar la claridad, Unicamente se van a considerar las variables
aleatorias continuas ya que el objetivo de esta tesis es la optimizacion de topologia robusta de
estructuras continuas. Una revision mas detallada sobre variables aleatorias discretas se puede
encontrar en Montgomery y Runger (2003).

La funcion de densidad de probabilidad para el caso de variables aleatorias continuas debe
tener las siguientes propiedades:
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0<py(x)<1 (6.1)
b
Pla<X<b}= f px(x)dx (6.2)
| parax =1 (6.3)
0

Una funcién fundamental en estadistica es la funcion de distribucion acumulada
(cumulative distribution function, cdf), la cual cuantifica la probabilidad de que una realizacién
aleatoria de X sea menor que el valor a.

a

F(x)=P{X<a}= f px(x)dx (6.4)

Dos importantes medidas estadisticas son el valor medio u y la varianza o2. El valor
medio de una distribucién, o valor esperado, es una medida de la tendencia central de la
distribucion, mientras que la varianza es una medida de la dispersion.

i = E[X] = f x py (x)dx (65)
0
o2 = V[X] = f [x — pe]? py () dx (6.6)
0

Una medida muy utilizada en problemas es la desviacion estandar o. Esta es la raiz
cuadrada positiva de la varianza y es a menudo preferida al permitir medir la variabilidad o
dispersion en la misma dimension que la variable aleatoria X. En la literatura especifica se
pueden encontrar también otras medidas estadisticas (Montgomery y Runger, 2003; Ross,
1987).

La mayoria de las variables aleatorias utilizadas en los problemas de ingenieria se pueden
cuantificar usando unas pocas pdfs. La distribucion normal o Gaussiana se considera la pdf
mas importante en estadistica por dos razones: por un lado, un elevado nimero de
incertidumbres se pueden modelar mediante esta distribucion, y por otro, permite la
aproximacion de algunas otras pdfs a través del teorema central del limite. La pdf de la
distribucién normal viene definida por la expresion

1 _(x—p)*
- 27-[8 2072 (6.7)

La distribucién normal con media p y varianza o2 se denota normalmente por N(u, 02).
Asi, la notacion X~N(0,1) describe una variable aleatoria X que es normalmente distribuida
con media 0 y varianza 1 también conocida como normal estandar. Otras distribuciones
importantes son la distribucién uniforme, Weibull, Poisson, exponencial, gamma, beta, etc.
Detalles de estas distribuciones se pueden encontrar en Montgomery y Runger (2003) y Ross
(1987).

px(x) =

143



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

051

04l

0.3

0.1

2.1%

0.1%

0.1% 2.1%

u— 30 H—20 pu—o n nto pt+2c p+3o

Figura 6.2: Funcién de densidad de probabilidad de una variable normal estandar: N(0,1)

6.1.2. Vector aleatorio

En muchos problemas ocurren a la vez varias fuentes de incertidumbre. Para establecer
una anotacion clara, estas variables aleatorias cominmente se expresan mediante un vector
aleatorio. Dado un espacio muestral ©, diremos que X = [X;, ..., X,,]7 es un vector aleatorio n-
dimensional si cada una de sus componentes es una variable aleatoria. Analogamente, el vector
de valores medios u para todas las componentes X se desigha como

p=E[X] = [E[X), ., EXG]] = [y, o, pta]” (6.8)

La covarianza gy, es una medida que expresa la relacion lineal existente entre dos
variables aleatorias X e Y

oxy = Cov(X,Y) = E[(X — u) (Y — piy)] (6.9)

Para el caso multidimensional, la relacion existente entre las variables se expresa por
medio de la matriz de covarianza C, la cual se define como

C = Cov(X,X) = E[(X — px) (X — px)] (6.10)

Si todas las n variables aleatorias son mutuamente independientes o lo que es lo mismo,
las variables aleatorias son incorreladas (Cov(X;,X;) =0, ¥ i,j =1,..,n), la funcién de
distribucion n-dimensional, también conocida como funcion de densidad conjunta (joint density
function, jdf) px(x), es el producto de las pdfs de cada una de las variables aleatorias

px@ = | [px ) (611)
i=1

Para variables aleatorias correladas con pdfs arbitrarias, la jdf se puede obtener mediante
transformaciones a variables estadisticamente independientes. Las variables aleatorias
relacionadas con el disefio estructural (dimensiones, cargas, propiedades de material, etc.) son
la mayoria de las veces estadisticamente independientes, por ello no es habitual mencionar las
diferentes técnicas de transformacion existentes. Para un mayor detalle se puede consultar
Bucher y Macke, (2004).
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6.2. Proceso estocastico y campo estocastico

Un proceso estocastico es un concepto estadistico que sirve para caracterizar el
comportamiento de una o varias variables aleatorias a lo largo del tiempo X (t). Cada una de
estas variables tiene su propia pdf y pueden estar o no correlacionadas entre si. Sin embargo, si
las variables aleatorias dependen del espacio se denomina campo estocastico. En la figura 6.3
se muestra la realizacion de una variable aleatoria, y de un campo aleatorio con una correlacion
fuerte y débil.

.‘
'L
e

-

Figura 6.3: Realizacion de: (a) variable aleatoria, (b) campo aleatorio con correlacion débil y (c)
campo aleatorio con correlacion fuerte. (Chen et al., 2010).

6.3. Formulacién del problema estocastico

En los problemas de optimizacion, las variables aleatorias pueden presentarse en el
sistema de pardmetros Z o como parte de las variables de disefio X. Ejemplos tipicos de
parametros aleatorios en un problema de optimizacion estructural son las cargas variables,
como las cargas de viento o las propiedades de material. En cambio, variables de disefio
aleatorias tipicas son las dimensiones de los elementos estructurales o la resistencia del material.
Estas variables de disefio pueden alterarse durante la optimizacion pero solo hasta una cierta
precision segun su tolerancia o distribucion de probabilidad correspondiente. Para obtener la
soluciéon de los problemas de optimizacién bajo incertidumbres, las variables de disefio
aleatorias suelen dividirse en dos partes: el valor nominal x el cual se considera como una
variable de disefio determinista y una parte aleatoria residual Z que se trata como un parametro
aleatorio con su pdf correspondiente y que desplaza el valor de las variables de disefio de su
valor nominal.

X=x+7Z (6.12)

En la figura 6.4 se muestra el esquema tipico de un sistema sobre el cual se considera el
efecto de las incertidumbres. Las variables de disefio x son exclusivamente variables
deterministas y todas las variables aleatorias son combinadas en un vector aleatorio Z. Los
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parametros fijos representan todos aquellos pardmetros deterministicos que tienen influencia
sobre el sistema, pero que estan mas alla del control del disefiador.

Parametros aleatorios Z

Variables de diseflo x ———>| Sistema |——— Valores de la respuesta ¥

Parametros fijos

Figura 6.4: Esquema tipico de un sistema que considera el efecto de las incertidumbres

En los problemas de optimizacion donde se considera la existencia de incertidumbres, la
formulacién expresada en las Ecs. (1.1) no pueden ser utilizadas porque el valor de la respuesta
para la funcion objetivo f(x), las restricciones de desigualdad g(x) y las restricciones de
igualdad h(x) no son valores deterministicos. En la figura 6.5 se muestra el caso de un problema
con una variable aleatoria Z caracterizada por una funcién de densidad de probabilidad p,(z).
Como se puede observar, la funcion de densidad de probabilidad de la respuesta py (v) depende
en gran medida de las ecuaciones que gobiernen el problema, ya que p,(y) se obtiene por
proyectar p,(z) sobre las ecuaciones que gobiernan el problema. En un problema de
optimizacion bajo incertidumbre, las funciones objetivo f(x) y las restricciones g(x) y h(x)
mapean las variables aleatorias de entrada del sistema en valores de respuestas aleatorios.

f(z) f(z)

/Py) i

A Pz(2) L pa(2)
__7_/ *__7__ z // \\ii__r_

. — - »
L »

Figura 6.5: Influencia de la variable aleatoria Z con funcién de densidad de probabilidad p,(Z) en
la funcion de densidad de probabilidad py () de la respuesta Y. (Jurecka, 2007)

Para resolver un problema de optimizacion con variables aleatorias (Ecs. 1.9) es necesario
sustituir el problema por otro equivalente cuyas respuestas sean deterministas. Esto
normalmente se realiza mediante estadistica descriptiva, la cual permite extraer cantidades
deterministas de valores aleatorios de la respuesta. Existen muchas alternativas para
transformar el problema de optimizacion original con valores aleatorios de la respuesta a otro
problema de optimizacion con salidas deterministas. Debido a ello, en los problemas de
optimizacion con variables aleatorias, la funcidn objetivo y las restricciones de igualdad y
desigualdad estocasticas son reemplazadas por una formulacion sustituta. Como se menciond
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en el capitulo 1, se pueden distinguir dos tipos de formulaciones dependiendo de si las variables
aleatorias afectan a las restricciones o a la funcion objetivo: RBDO o RDO, respectivamente.

En el problema RDO, objeto de esta tesis, se buscan soluciones poco sensibles ante la
presencia de incertidumbres. En optimizacion estocéstica, se dice que un disefio x* es 6ptimo
si cumple la relacion

f(x,2) < f(x,Z) (6.13)

En optimizacion estocastica, el término robustez tiene un significado caracteristico. Se
dice que un sistema es robusto si el efecto de las variables aleatorias sobre la respuesta es
minimo. Este concepto se puede apreciar en la figura 6.6 donde se muestra la dependencia del
valor de la funcion objetivo f(x,Z) con respecto a una variable de disefio aleatoria X. Esta
variable de disefio puede separarse en una parte determinista x (valor medio de X) y una variable
aleatoria Z tal que X = x + Z. El valor medio de Z es 0 y la desviacion estandar o es constante,
es decir, para cualquier configuracion de x la pdf tiene la misma configuracién. En general, la
pdf de la respuesta py (y) cambia en posicién y forma dependiendo del punto de disefio, ya que
esta se obtiene por proyectar p,(z) sobre la respuesta Y = f(X) = f(x,Z). Ademas, se puede
observar como el punto de disefio X; es dptimo para el caso determinista, al ser la configuracion
en la que se tiene un menor valor de la funcidn objetivo pero el punto de disefio X, es méas
robusto en presencia de variables aleatorias ya que la variacion de py (y) es menor.

Y=f(x2)

X1 X2

Figura 6.6: Robustez vs. no robustez para un problema con una variable de disefio aleatoria X.

Debido a la aleatoriedad de Z en el problema RDO (Ec. 1.9), la funcién objetivo f(x, Z)
debe reemplazarse por una funcién determinista, denominado criterio de robustez R(x), que
proporcione algun valor representativo de la respuesta estructural aleatoria Y = f(x, Z). Bajo
una formulacién robusta el problema de optimizacién puede ser reformulado como

minimizar R(x,Z)

sujeto a: Hg;xz) <0 j=1,..,n
Ohx2) < 05 k=1,..,n4 (6.14)
2 << i=len
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donde la restriccion de desigualdad es formulada en funcion de su valor medio, Mg (x2)s O (x.2)

representa la restriccion sobre la desviacion estandar de la respuesta; aj+ es el limite superior

admisible para la desviacion estandar de la respuesta estructural; n;, n; y n, representan el

numero de restricciones de igualdad, desigualdad y variables de disefio, respectivamente y xiinf

y xf“p acotan inferior y superiormente el valor de las variables de disefio, respectivamente.

En funcion de la informacion disponible, los criterios de robustez se pueden clasificar,
como: decisiones bajo riesgo y decisiones bajo incertidumbre (Jurecka, 2007). Las decisiones
bajo riesgo son tomadas cuando se conoce las pdfs de las variables aleatorias de entrada y a
partir de ellas se puede obtener la pdf de la respuesta. En cambio, las decisiones bajo
incertidumbre son tomadas cuando no se conoce la pdfs de las variables de entrada si no el
rango de variacion posible de cada una de las variables aleatorias. Como resultado solo se puede
determinar un conjunto de posibles valores de la respuesta pero no se puede determinar la pdf
de la respuesta.

6.3.1. Criterios de robustez con toma de decisiones bajo incertidumbre

6.3.1.1. Criterio minimax

Este criterio en la literatura se conoce como el principio minimax (Wald, 1950) o
escenario del peor caso (worst case scenario) (Lombardi y Haftka, 1998). En este caso, el
criterio de robustez R(x) que sustituye la funcion objetivo aleatoria f(x, Z) es

R(x) = sup(f(x,2z)) (6.15)
zelZ
Para cada configuracion de variables de disefio x, se selecciona la situacion mas
desfavorable en todo el rango de z. Por tanto, el criterio minimax ignora la posible dispersion
de los posibles valores de la respuesta y en su lugar, identifica el valor superior de dicho rango.
Este criterio proporciona disefios muy conservadores ya que se basa en una actitud
extremadamente pesimista.

6.3.1.2. Criterio de arrepentimiento minimax

El criterio de arrepentimiento minimax (minimax regret criterion) se centra en minimizar
el arrepentimiento maximo que puede resultar de la toma de configuraciones de disefio no
Optimas. Savage (1951) define el arrepentimiento como la perdida de oportunidad de tomar la
configuracién x en lugar de la éptima. La pérdida de oportunidad es la diferencia en la funcion
objetivo entre el valor actual f(x,z) y la mejor respuesta f*(z) para cada posible evento z

R(x) = sup(f(x,2z) — f*(2)) (6.16)
z €Z
donde
f(2) = inf(f (x,2)) (6.17)
x eEX

Para obtener f*(z), todos los eventos son investigados separadamente, y la decision
Optima x*para cada z se determina asumiendo que cada evento ocurre de forma unica.
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A diferencia del criterio minimax original, este criterio tiene en cuenta la dispersion de
los posibles valores de la respuesta.

6.3.1.3. Método de Laplace

Laplace sostiene que en ausencia de una pdf que caracterice los parametros aleatorios Z,
sugiere que se use el principio de la razon insuficiente (principle of insufficient reason) de
Bernoulli. Este principio dice que no se puede asegurar que un evento de Z ocurra con una
mayor probabilidad a otro en ausencia de una pdf que caracterice la variable aleatoria Z. En
consecuencia, todos los eventos deben de ser igualmente probables. Por ello, cada variable
aleatoria se caracteriza por una distribucion uniforme, convirtiendo el problema en otro de
“toma de decision bajo riesgo”.

6.3.2. Criterios de robustez con toma de decisiones bajo riesgo
6.3.2.1. Criterios basados en los cuartiles

Cuando se dispone de pdfs que proporcionen informacion probabilistica de las variables
aleatorias Z, se pueden utilizar criterios analogos al peor caso como los criterios de robustez
basados en el cuartil g de la respuesta

R(x) = C7'(x,q) (6.18)

donde C1(x, q) es la inversa de la cdf de la respuesta aleatoria f(x, Z). Al igual que ocurria
en el criterio minimax, la medida del cuartil no tiene en cuenta la dispersion de los posibles
valores de la respuesta.

6.3.2.2. Criterio basado en el principio de Bayes

Entre los criterios probabilistas, el valor medio o valor esperado de la respuesta aleatoria
Y = f(x,Z) es uno de los mas utilizados (Dunning et al., 2011).

R(x) = 1y (%) = E[f (x,2)] = f £ (6, 2) py(2)dz (6.19)
0

Al igual que en el criterio minimax y los criterios basados en cuartil, el valor medio de la
respuesta no tiene en cuenta la dispersion de las variables aleatorias, solo su tendencia, por lo
que puede proporcionar soluciones no robustas, ya que no hace diferencias entre pdfs que
tengan igual media pero tengan distintos rangos de dispersion.

6.3.2.3. Criterio basado en los dos primeros momentos estadisticos

A pesar de que todos los criterios anteriormente mencionados han sido utilizados en
diferentes aplicaciones, se ha demostrado que para la mayoria de los problemas de optimizacion
estocastica estructural es adecuado que la variacion de la respuesta sea minima, para ello se
utiliza una formulacion multicriterio donde se busca minimizar la posicion y la dispersion de la
respuesta estructural. La posicion se determina mediante el valor medio uy (Ec. 6.19) y la
dispersion mediante la varianza o o la desviacion estandar oy .
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oy (x) = V[f(x,2)] = f [f (x,Z) — uy(x)]? pz(2)dz (6.20)
ko)

Habitualmente, se utiliza como criterio de robustez una formulacion compuesta donde los
dos objetivos son combinados mediante una suma ponderada con unos pesos especificos w; y
w,. Para utilizar un Unico factor de ponderacion, el factor de ponderacion del valor medio w;
se suele fijar igual a 1 y el factor de ponderacion w, por w, el cual es un porcentaje que relaciona
el valor medio con la dispersion. Como medida de la dispersion se suele utilizar la desviacion
estandar, ya que esta tiene las mismas unidades que el valor medio y la funcion objetivo original
(Zhao et al., 2015; Zhao y Wang, 2014; Chen y Chen, 2010).

R(x) = py(x) + w oy (x) (6.21)

Segun la teoria de decision, w = 0 corresponde a un disefio neutral al riesgo, w < 0
corresponde a un disefio favorable al riesgo y w > 0 corresponde a un disefio adverso al riesgo.

Taguchi (1991) introdujo otro criterio basado en el valor medio y la varianza de la
repuesta denominado ratio sefial a ruido (signal to noise ratio, SNR) (Fowlkes y Creveling,
1995)

R(x) = 10 logyo (13(x) + 07 (x)) (6.22)

El operador log,;, no cambia la localizacion del optimo, simplemente transforma la
magnitud del criterio de robustez a decibelios (dB). Para contar con la misma magnitud a la
expresada en la Ec. (6.12) el criterio SNR se altera,

R(x) = 12 (%) + 02 (%) = u3(x) + f [ (%,2) — 1y ()12 py (2)dz
0
= 2% + f [f (6, 2) 5 (D)dz — (uy ()’ (6.23)
0

B f [f (x5, 2))Pp2(2)dz = (uy ()’
n

tomando la raiz cuadrada positiva de la Ec. (6.23), el criterio de robustez resultante presenta las
mismas unidades que la funcién objetivo original. Adicionalmente, se introduce un parametro
w Y la varianza para considerar la minimizacion de la dispersion.

R(x) = \/ (uy ()" +w (o7 (1)° (6.24)

Un procedimiento de solucion alternativo, es transformar una de las dos medidas
estadisticas a una restriccion adicional mediante la imposicion de un valor méximo admisible
(Umax O Tmax)- S€QUN esto, el problema multicriterio se transforma a

R(x) = py(x)
g(x) = oy(X) — Opmax <0

(6.25)
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f(x) = ay(x)

9 = Hy(X) — fmax <0 (6.26)

Las Ecs. (6.25) se usan si el objetivo no es obtener un 6ptimo robusto “verdadero”, pero
si un disefio con una respuesta media dptima para el cual la desviacion estandar no sea mayor
que una tolerancia preestablecida. Las Ecs (6.26) pueden ser la opcién més adecuada para los
casos en los que se conoce el disefio Optimo determinista. Segun éstas, se permitiria una
modificacion de dicho 6ptimo determinista por una perdida en el valor medio de la respuesta
para minimizar la varianza debida a la aleatoriedad.

Otro procedimiento alternativo es tratar ambas medidas estadisticas de forma separada
mediante una optimizacioén multicriterio usando un frente de Pareto (Garcia y Sanchez, 2013).

Estas dos medidas estadisticas, valor medio y desviacion estandar, son las mas utilizadas
en RTO como criterio de robustez. Para evaluar el valor medio y la desviacién estandar
adecuadamente es necesario una buena representacion de la pdf de la repuesta, para ello es
necesario la cuantificacion de la aleatoriedad de las variables de entrada y la propagacién de las
variables aleatorias en la respuesta.

6.4. Cuantificacion de las variables de entrada

Cuantificacion de incertidumbres significa describir las caracteristicas estadisticas de las
variables aleatorias con la mayor precision. Para ello, es deseable determinar la pdf de la
variable aleatorias, pero en muchos casos es suficiente con estimar el valor medio y la
desviacion estandar.

Antes de cuantificar las incertidumbres es necesario establecer cuéles son las fuentes de
incertidumbre. En optimizacién estructural las incertidumbres pueden surgir por variabilidad
en las cargas externas, condiciones ambientales (corrosion, erosién, temperatura, etc.),
modificacion de las propiedades de los materiales, alteraciones de los pardmetros geométricos
que definen la estructura, simplificaciones del modelo de simulacién, etc. En la figura 6.7 se
muestra la procedencia de algunas fuentes de incertidumbre en funcion del ciclo de vida de la
estructura.

)
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= fabricacién materiales

[-¥] .

o | Etror computacional

£ Tolerancia en Variaciones ambientales
@ o :

= | Conocimiento ensamblaje

¢ | incompleto Fluctuaciones de la carga
= Imperfecciones de y condiciones de

5 material contorno

=

Ciclo de vida

Diseiio Construccion Servicio

Figura 6.7: Fuentes de incertidumbre en funcidn del ciclo de vida de la estructura.

Las incertidumbres en RTO se han modelado como variables aleatorias, o campos
aleatorios dependiendo si varian en el dominio espacial o no. Asi por ejemplo, la magnitud y la
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direccién asociadas a una carga concentrada son modeladas por medio de dos variables
aleatorias ya sean correladas o no y en cambio las cargas distribuidas o las propiedades de
material son modeladas por un campo aleatorio.

Una variable aleatoria esta completamente definida por una pdf. Queda fuera del alcance
de este trabajo describir en detalle como se obtiene la pdf de las variables aleatorias en funcion
de la informacion de la que se dispone, ya que estas van a considerarse conocidas. Una revision
detallada de las diferentes técnicas existentes de como definir la pdf de una variable aleatoria
en funcion de la informacion disponible se puede encontrar en Sudret (2012).

Para caracterizar un campo aleatorio, es necesario definir ademas la correlacién existente
entre las variables aleatorias en el espacio. En funcion de la pdf se pueden distinguir dos tipos
de campos estocasticos: Gaussianos y no-Gaussianos. Existe una serie de técnicas que permite
representar un campo aleatorio mediante un conjunto reducido de variables aleatorias. En este
trabajo solo se considera el método de expansion de Karhunen-Loéve (the Karhunen-Loéve
expansion, K-L) (Ghanem y Spanos, 1991). Una revision méas detallada de otros métodos
existentes (OLE (optimal linear estimation), EOLE (expansion optimal linear estimation),
método de representacion espectral, TBM (turning bands method), AR (autoregressive models),
para la representacion tanto de campos Gaussianos como no-Gaussianos se puede encontrar en
Stefanou (2009).

6.4.1. Meétodo de expansion de Karhunen-Loeve

El método de expansion Karhunen-Loéve (K-L) de un campo aleatorio se basa en la
expansion espectral de su funcion covarianza como una combinacion lineal infinita de
funciones ortogonales.

Sea Y (x, w) un campo aleatorio con media u(x) y funcién de autocovarianza C(x, x") =
o(x)a(x")R(x,x"), donde x representa las coordenadas espaciales y w denota la aleatoriedad
del campo, el método K-L representa el campo aleatorio Y (x, w) como una serie de variables
aleatorias en la forma

Yoow) = (0 + ) JE i) §iw) (627)

donde u(x) es el valor promedio del campo aleatorio, &;(w) es un conjunto ortogonal de
variables aleatorias no correladas, 4; y ¢;(x) son el conjunto de valores propios y vectores
propios de la funcion de covarianza determinados a partir de la siguiente ecuacion integral

f C (X0 (x)dx' = 77 9, (%) (6.28)
N

siendo 2 es el dominio espacial sobre el cual se presenta el campo aleatorio y C(x, x") la funcion
de autocovarianza espacial. Por definicion, la funcion de autocovarianza es simétrica y definida
positiva, por tanto las funciones propias son ortogonales y los valores propios son reales. Una
caracteristica Unica del método es la ortogonalidad de las variables aleatorias &;(w)

E[&;(W)] =0 y E[§;(w)é;(w)] = §;; (6.29)
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Por lo general, la mayoria de los campos aleatorios considerados en optimizacion
estructural varian suavemente (alta correlacion), por lo que este campo se puede aproximar
mediante la consideracion de unos pocos términos en la expansion K-L. Por el contrario, si el
campo aleatorio tiene una alta aleatoriedad (baja correlacion) se deben incluir un gran namero
de variables en el término del sumatorio. En la préactica, la Ec. (6.27) se representa truncando
la expansion en el término de orden m

PCxw) = () + ) A 0i(x) §w) (630)
i=1

donde los valores propios se ordenan en orden descendente A, > --- > 4,,, > 0.

El método K-L ha sido ampliamente utilizado en la bibliografia para reducir la alta
dimensionalidad de los campos aleatorios (Zhao y Wang, 2014; Chen et al. 2010).

6.5. Propagacion de incertidumbres

La cuantificacién de las incertidumbres en la respuesta como consecuencia de la
aleatoriedad de las variables de entrada de un sistema, es conocido como propagacion de
incertidumbre, y resulta esencial para la optimizacién bajo incertidumbre. En la bibliografia, se
puede encontrar una gran variedad de métodos de propagacion de incertidumbres. EI método a
utilizar depende en gran medida de la informacion disponible, de la precisién que se desee
obtener, del coste computacional y lo que se desee estimar (momentos estadisticos de bajo
orden, probabilidad o pdf). En problemas RDO, el interés reside en evaluar los momentos de
bajo orden (valor medio y desviacion estandar) de la respuesta estructural Y (Z).

wy = E[Y(2)] = j Y(2) py(2)dz (6.31)

0

oy =/V[Y(2)] = j f [Y(2) — puy]? pz(2)dz (6.32)
0

Por lo general, la resolucion analitica 0 mediante integracion directa de las Ecs. (6.31) y
(6.32) puede ser dificil o incluso imposible de calcular para funciones complejas o problemas
de una alta dimensionalidad. Por ello, se han desarrollado métodos alternativos para evaluar
estos momentos estadisticos de modo aproximado. Los diferentes métodos de propagacion de
incertidumbre (tabla 1.1) se pueden dividir en cinco categorias: métodos de simulacion,
métodos de expansion, métodos basados en el punto méas probable, métodos basados en meta-
modelos y métodos de integracidn aproximada.

Métodos de simulacién: incluyen aquellos métodos basados en simulacién como la simulacién
de Monte Carlo (Monte Carlo Simulation, MCS) (Madsen et al. 2006). Entre sus principales
ventajas destaca su alta precision y no adolecen de la maldicién de la dimensionalidad (curse
of dimensionality), es decir, el nUmero de analisis necesarios del modelo de simulacion es
independiente de la dimensionalidad del problema. Sin embargo, su convergencia es lenta y por
consiguiente tiene un alto coste computacional, aun a pesar de haberse desarrollado métodos de
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muestreo para aliviarlos como: muestreo por importancia (Engelund y Rackwitz, 1993),
muestreo adaptativo (Bucher, 1988), hipercubo latino (McKay et al., 1979), etc.

Metodos de expansidon: tales como: el método de perturbacion (Mandsen et al. 2006), el
método de expansion en caos polinomial (Polynomial Chaos Expansion, PCE) (Xiu y
Karniadakis, 2003), etc. En comparacion con los métodos de simulacion, los métodos de esta
categoria son mas eficientes pero son poco precisos frente a incertidumbres con una alta
variabilidad y a respuesta no lineales. Un método muy prometedor dentro de esta categoria es
el método de colocacion estocastica (Stochastic Collocation Method, SCM) (Hu'y Youn, 2011).
Estos métodos son un tipo de superficie de respuesta que aproxima funciones aleatorias
multidimensionales a partir de evaluaciones de la respuesta estructural en un conjunto de puntos
de colocacion, y con una mayor eficiencia que el resto de métodos de esta categoria. Esto se
debe a la utilizacion de malla dispersa (Smolyak, 1963), con la que se alcanza una elevada
precisién con un menor nimero de puntos de colocacion que los métodos de malla completos
(full grids).

Meétodos basados en el punto mas probable: el método de fiabilidad de primer orden (First-
Order Reliability Method, FORM) y el método de fiabilidad de segundo orden (Second-Order
Reliability Method, SORM) son los dos métodos mas populares dentro de esta categoria
(Kharmanda et al., 2004).

Meétodos basados en meta-modelos: estos utilizan un modelo sustituto de la repuesta. EI meta-
modelo permite obtener evaluaciones de la respuesta con un menor coste computacional. La
precision en la repuesta depende en gran medida de la precision del meta-modelo. En esta
categoria destacan los modelos Kriging (Martin y Simpson, 2005).

Métodos basados en integracion numerica: utilizados para resolver integrales
multidimensionales. Dentro de estos destaca los métodos de reduccidn dimensional (Dimension
Reduction Methods, DRM). Inicialmente, utilizado para aproximar funciones
multidimensionales mediante una suma de funciones de una unica variable, también conocido
como el método de reduccion univariable (Univariate Dimension Reduction, UDR) (Rahman y
Xu, 2004).

A continuacién se describen de forma mas extensa los tres métodos que principalmente
han sido utilizados hasta la fecha en problemas de RTO (MCS, SCM y DRM), debido
principalmente por su caracter no intrusivo sobre el modelo de simulacion.

6.5.1. Meétodo de simulacion de Monte Carlo

Se conoce como métodos de simulacion de Monte Carlo a un conjunto de métodos
numéricos, usados para aproximar expresiones matematicas mediante la generacion de
muestras aleatorias. Esta técnica de simulacion tiene su origen en los trabajos realizados para
el desarrollo de la bomba atémica durante la Segunda Guerra Mundial en el Laboratorio
Nacional de Los Alamos en EE.UU por Neumann y Ulam en 1949. EI término aparece por
primera vez en el titulo de un articulo de Metropolis y Ulam (1949), en el cual se denomina
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como un método “estadistico numérico para aproximar expresiones matematicas complejas y
costosas de evaluar con exactitud”. Hoy en dia, el método de Monte Carlo se utiliza en el
desarrollo de reactores nucleares, cromodinamica cuantica, radioterapia, comportamiento de
radiacion en la atmadsfera terrestre, flujos de trafico, evolucion estelar, calculos y predicciones
economicas, busqueda de petroleo, etc.

La idea basica del método MCS consiste en crear un modelo matematico del sistema a
analizar, identificando aquellas variables que tienen un caracter aleatorio. Una vez
determinadas todas las variables aleatorias, se lleva a cabo un disefio de experimentos,
consistente en generar una muestra aleatoria en funcion de las pdfs de dichas variables y
analizar el problema de forma determinista para cada muestra. Remarcar que cada una de las
muestras esta constituida por un conjunto de realizaciones de todas las variables.

El método MCS se puede utilizar para evaluar las Ecs. (6.21) y (6.22). Ambas ecuaciones,
supone la evaluacion de integrales en la forma

f k(x,Z) p;(z)dz (6.33)
0

Como se ha mencionado, el primer paso es identificar las variables aleatorias Z =
[Z, ..., Z,]" siendo n la dimensionalidad del problema. A partir de la pdf de cada una de las
variables se obtiene aleatoriamente m muestras de modo uniforme para cada una de las variables
aleatorias z® = [z, ®, ..., z,®]T Vi = 1:m. A partir de la evaluacion de la funcion k(x, Z)
en cada una de las muestras z(®, la integral de la Ec. 6.33 se puede aproximar por la expresion

m
f k(x,Z) p;(z)dz ~ z w® k(x,z®) (6.34)
o i=1
donde w® es el peso otorgado a cada una de las muestras z® y k(x,z®) es el valor de la
respuesta Y (z(") para la muestra z(*) si se esta calculando el valor medio o el valor de la

respuesta para la muestra z() menos el valor medio de la respuesta [Y(z®) — py] si se esta
calculando la varianza. Como consecuencia de generar las muestra al azar, las m muestras tienen
el mismo peso, y la suma de todos debe de sumar 1, de acuerdo a la Ec. (6.3). Por consiguiente:

m
Zw(i) —1y WD =@ == ym o O =% (6.35)
i=1

Segun la Ec. (6.34) y (6.35) el valor medio de la respuesta se puede aproximar por
1 m
1y = — ®
7y mZ Y (z®) (6.36)
=

Anélogamente, la desviacion estandar o precision de la muestra, se define como una
estimacion de la desviacion estandar ay de la distribucion subyacente. Se puede demostrar
mediante el teorema central del limite como con la desviacion estdndar de una muestra de
tamafio m-1 se obtiene una estimacion no sesgada de la desviacion estandar gy .
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m

1 .
Gy s = |——= > (V(z0) - y)? (6.37)

i=1

Segln Rubinstein y Kroese (2008) el método de simulacion de Monte Carlo es la
metodologia mas precisa para la estimacion de momentos estadisticos de alto orden
dimensional, lo que permite: (1) resolver problemas cuya solucién es dificil o imposible de
resolver, (2) estudiar la interaccion entre las diferentes variables aleatorias del problema, y (3)
evaluar los momentos estadisticos sin necesidad de modificar el modelo de simulacion.

Es bien conocido que las estimaciones de los momentos estadisticos mediante el método
MCS son muy precisas pero poco eficientes. Es posible demostrar como la estimacion de los
momentos estadisticos de bajo, valor medio y desviacion estandar, de una muestra aleatoria

s o 1 .
convergen a los momentos estadisticos exactos de la respuesta como = (Poles y Lovison,

2000). Por ejemplo el error cometido en la estimacion del valor medio de la muestra con
respecto al valor medio exacto es

1
liay —uy| < C \/_ﬁ (6.38)

donde C es una constante. Esta ecuacion muestra como para reducir el error cometido en la
estimacion de la muestra a la mitad en necesario una muestra 4 veces mayor y para reducirlo
en un orden de magnitud (1/10) es necesario tomar una muestra 100 veces mas grande.

Apuntar que, mediante un muestreo aleatorio uniforme, la asignacién de los puntos de
muestro no es simétrica y los méas probable es que no se tengan en cuenta que subconjuntos del
espacio aleatorio son mas importantes. A continuacion, se describen una serie de técnicas de
muestreo que intentan solventar estos inconvenientes.

6.5.1.1. Muestreo estratificado

El muestreo estratificado utiliza una particién del espacio aleatorio en una serie de
subregiones, también conocidas como estratos, para asegurar que de cada estrato se incluya
muestras. Tipicamente, se toma al azar una muestra de cada estrato, por lo que el tamafio de la
muestra es igual al nimero de estratos. El peso de cada una de las muestras corresponde a la
probabilidad del estrato correspondiente

b;
W(l) — P{ai S V4 S bl} = f pz(z)dZ (639)
ai

donde a; y b; son los limites del estrato i. Normalmente los estratos son seleccionados para que
tengan la misma probabilidad pero no necesariamente, por lo que mediante un muestreo
estratificado el método MCS puede tener diferentes pesos. Si se toma méas de una muestra por
estrato, el peso de la muestra corresponde a la probabilidad del estrato dividido por el nimero
de muestras tomadas en dicho estrato. La definicion de los estratos y el calculo de los pesos
puede resultar una tarea dificil, especialmente en problemas con una alta dimensionalidad.
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Figura 6.8: Muestreo por estratos para un espacio aleatorio bidimensional con 8 estratos y 1 punto
de muestreo por estrato. Las variables z, y z, son descritas por una distribucion normal y una
uniforme, respectivamente (Jurecka, 2007).

6.5.1.2. Muestreo mediante Hipercubo Latino

El muestreo por Hipercubo Latino (Latin Hypercube Sampling, LHS) fue desarrollado
por MacKay et al. (1979) y es un método estadistico para generar una muestra plausible en una
distribucion multidimensional. El primer paso, es dividir el rango de variabilidad de cada una
de las variables aleatorias Z; en m intervalos en consistencia a sus pdfs. Normalmente, los
intervalos son determinados para que tengan igual probabilidad de ocurrencia, especificamente
1/m. A continuacion, las segmentaciones se estructuran al dominio de entrada definiendo asi
m subregiones a lo largo de cada eje de coordenadas. Estas subregiones se conocen también
como estratos. Considerando que existen n variables aleatorias, el nUmero total de estratos es
m™. Finalmente, se asignan los m puntos de muestreo al dominio segmentado. Para asegurar
que las muestras estan bien distribuidas sobre cada eje de coordenadas, cada estrato se designa
para contener Unicamente una muestra. Para lograr esto, un estrato de la primera variable z; se
empareja aleatoriamente sin reemplazo con un estrato que pertenezca a la segunda variable z,.
A continuaciéon se fija y se combina con la pareja anterior un estrato seleccionado
aleatoriamente de la tercera variable. Este proceso se repite hasta que se forma una n-tupla. En
un siguiente paso, el ensamblaje de la n-tupla se repite hasta que se aborde al menos una muestra
en cada estrato.

Una condicidn para utilizar el procedimiento descrito es que las n variables deben de ser
estadisticamente independientes. Aunque, Iman y Conover (1982) presentaron un
procedimiento para realizar LHS cuando existe correlacion entre variables.

A pesar de que LHS es una de las técnicas més eficientes para la reduccion del nimero
de evaluaciones de un modelo de simulacion, se ha demostrado que solo es eficiente para
calcular probabilidades de fallo relativamente grandes y momentos estadisticos de bajo orden
(Celorrio, 2013).
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Figura 6.9: Muestreo por hipercubo latino para un espacio aleatorio bidimensional con una muestra
de 8 puntos. Las variables z, y z, son descritas por una distribucién normal y una uniforme,
respectivamente (Jurecka, 2007).

6.5.2. Meétodo de colocacion estocastico

Este método es un tipo de superficie de respuesta que aproxima funciones aleatorias
multidimensionales a partir de evaluaciones de la respuesta estructural en un conjunto de puntos
de colocacion.

Partimos de que se desea evaluar los momentos estadisticos de bajo orden mediante
integracién numérica usando una férmula de cuadratura apropiada. En estadistica, una férmula
de cuadratura es una aproximacién de la integral definida de una funcién, normalmente
expresada como una suma ponderada de la funcién, evaluada en puntos especificos del dominio
de integracion. La formula de cuadratura unidimensional para los momentos estadisticos
expresados segun la Ec. 6.34 se puede escribir como

QP = z w® k(x,z®) (6.40)
i=1

donde z® y w® son la localizacion del punto de cuadratura i-th y los pesos correspondientes,
respectivamente. Estos puntos y los respectivos pesos se pueden determinar a partir de reglas
de cuadratura conocidas como Legendre, Chebyshev, Laguerre, Hermite, Jacobi, Kronrod,
Patterson, Clenshaw, etc.

Una vez determinados los puntos y pesos de cuadratura para cada una de las variables
aleatorias en funcion de su pdf, la formula de cuadratura del espacio aleatorio n-dimensional se
define mediante el producto tensional como

Q™) = (01 V® 0 ® .. Qi) ()

my mun (6.41)
= Z Z k(x, zl(;l), ...,Zl(rlln))(wl(lln)® " ® Wl(ll”)) .
i1=1 inzl

donde ® denota el producto tensorial. Este producto tensorial produce una malla completa (full
grid), siendo necesario m™ evaluaciones para determinar los momentos estadisticos.
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Smolyak (1963) propone una alternativa eficiente al producto tensorial completo donde
la exactitud lograda por este se puede lograr mediante el uso de un menor nimero de puntos de
colocacion. El algoritmo de Smolyak permite realizar un producto tensorial disperso a partir de
reglas de cuadratura unidimensionales. La construccion del producto tensorial disperso sigue la
formulacion planteada por Maitre y Knio (2010). En primer lugar se considera una regla de
cuadratura unidimensional Q; (k) y se define la diferencia como

AW= (Qz(l) - Qz-1(1))(k)
QP (H =0

donde | es el nimero de puntos de integracion. Apuntar que A; (k) es también una regla de
cuadratura. Si la regla de integracién se construye en conjuntos anidados, A; contiene el

conjunto de nodos en Q;V (k) con pesos igual a la diferencia de estos entre el nivel 'y el nivel
I-1. Para construir la malla dispersa (sparse grid), se introduce el termino multi-indice (multi-

index) I = [l4, ..., L] definido como
n
0] = 2 ’ (6.43)
i=1

La férmula de integracion dispersa para el nivel | se expresa como

(6.42)

0P = Y (0nV®..08,7) 0 (644)

[l]s14n-1

Alternativamente, la Ec. (6.43) se puede escribir como

n

Q™ (k) = Z (—ptn-i (z Jrn__llll)((zl1 DV® 0" ® .. Q™)) (6.45)

l+1<|l|gl+n

El nimero total de puntos necesarios con una mallas dispersa es de m!'°8™, ndmero
inferior al nimero de puntos necesarios con una malla completa m™, por lo que una malla
dispersa atenda la maldicion de la dimensionalidad. En la figura 6.9 se muestran los puntos de
colocacion usando una malla completa y una malla dispersa para el caso bidimensional n =2y
un nivel de cuadratura | = 4.

6.5.3. Meétodo de reduccién dimensional

El concepto basico del método de reduccién dimensional es la estimacion de los
momentos estadisticos de bajo orden de modo eficiente mediante la aproximacion de una
funcion multidimensional por otra constituida por multiples subfunciones de dimension inferior
(Rahmany Xu, 2004). Para ello, consideremos un vector aleatorio Z = {Z4, ..., Z, }, una funcion
multidimensional de dicho vector aleatorio g(Z), y un vector de valores medios u =
{uq, ..., un} que sirve como punto de referencia para realizar la expansion. Una descomposicion
dimensional de g(Z) se puede expresar segin Li y Ma (2013) como
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Figura 6.10: Comparacion del producto tensorial en la construccién de formulas de cuadratura de
nivel I=4, para una integracion numérica n = 2. Resultados de una regla de cuadratura anidada
Fejer. (a) Completa. (b) Dispersa. (Maitre y Knio, 2010).

n n
9Z) =g, + Zgi(zi) + Z 9iyi, i), Z,) + -
n i=1 il,i2=1; i1<i2 (6.46)
+ Z 9i,.0(Zi s Zi ) + 912.0[(Zi), 0 24 )]
i1,nig=1;11 < <lig
donde g, = g(u4, ..., ) €S UNa constante la cual se evalua en el vector de valores medios de

las n variables aleatorias de entrada; g;(Z;) = g(uq,...,Z;, ... 4y) €S UnNa subfuncion
unidimensional la cual solo depende de la variable aleatoria Z; con el resto de variables

configuradas a su valor medio; g;.;, (Zl-l,Zi2 = G oo s iy—10 Zi s Rig 410 oor Mig—10 Ziys Riy 415
..., Upn) €s una subfuncién bidimensional donde Unicamente se consideran las variables Z; y
Z;, con el resto de variables configuradas en su valor medio y asi sucesivamente. Para facilitar
la anotacion, se asigna g;(Z;) = gi; 9i,i, (Zl-l,Zl-2 = gi,i, Y asi sucesivamente.

En los métodos de reduccién dimensional es habitual aproximar la Ec. (6.46) mediante el
truncamiento de ciertos términos, por ejemplo

n n n
92) = §,(Z) =g, + zgi + z Giyi, T+ z Giy .. (6.47)
i=1 il,izzlj i1<i2 il,...,iszl;i1<"'<is

Cuando s = 1y s = 2, ellos son conocidos como el método de reduccion univariable o
unidimensional (univariate dimension-reduction method, UDR) y el método de reduccién
bivariable o bidimensional (bivariate dimension-reduction method, BDR), respectivamente (L.i
y Ma, 2013). Asi, mediante UDR, la funcion multidimensional g(Z) se puede aproximar por

9(2) ~ Z(gi — )+ 9. = Z gi—(m—1g, (6.48)

y mediante BDR por
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-1 -2
9@ = ) gy - (n—2)2< )+, (6.49)

i<j

El valor medio y la varianza de Y = g(Z) con un método de reduccién s-dimensional se
puede expresar como

By = f 9:(2) py(2)dz (6.50)

6/ = f [45(2) — u]? p7(2)dz (6.51)

donde p,(2) es la funcion de densidad de probabilidad del vector de variables aleatorias Z. Esta
claro que la evaluacion de las Ecs. (6.50) y (6.51) solo implica a lo sumo integrales s-
dimensionales.

El método de reduccidn dimensional se puede utilizar para calcular de forma aproximada
los momentos estadisticos, siempre y cuando las variables aleatorias sean estadisticamente
independientes. En caso contrario, las variables aleatorias correladas se deben de transformar a
variables aleatorias independientes mediante la transformacién de Rosenblat (Rosenblatt,
1952). Asi, a partir de la Ec. (6.50), el valor medio de la funcién multidimensional g(Z)
mediante UDR se puede expresar como

uy—f Z(gl gu) + 9u

pz(z)dz

ZU 9ivz(2)dz — fg“pz(z)dz] fg“ p,(2)dz (6.52)

= 2 py, — (n—1) g(u,)

donde py, = [ g; pz(2)dz eslaestimacion del valor medio de las subfunciones unidimensional
9i = 9(uq, ., Z;, ... ty) mediante la cuadratura de Gauss. De forma analoga la varianza se

obtienen como
n
- [Z(ﬂi - gu) *+ 9u

by” =f{ y
-| Z(gl B2 42 ) (90— 1) (95 — 1) |2 ()dz

2
Z(gz —9u) + 9u } pz(2)dz
i<j

(6.53)

Tener en cuenta que en la Ec (6.53), laintegral [ ¥, ;(g; — ;) (g; — 1;) pz(2)dz = O ya
que las subfunciones unidimensionales g; son mutuamente independientes en el espacio
aleatorio. Tras la simplificacién se tiene
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6Y2 = J.zn:(gi - lvli)2 pz(z)dz = zn:(gyi)z (6.54)
i=1 i=1

donde gy, = [ gipz(2)dz es laestimacion de la varianza de las subfunciones unidimensionales

9i = 94, .., Z;, ... i) Mediante la cuadratura de Gauss. Segun la Ec. (6.54) la varianza de la
de la funcion multidimensional es la suma de todas las varianzas de las sub-funciones
unidimensionales g;.

A partir de la varianza, la desviacion estandar se puede determinar como

(6.55)

El nimero de evaluaciones Y (z) necesarias para poder calcular los momentos estadisticos
(4y, 6y) es my + my + -+ m, + 1 donde m; son el numero de puntos de cuadratura
desplazados del punto medio utilizados para calcular los momentos estadisticos de las sub-
funciones unidimensionales g;. Si se usa el mismo nimero de puntos de cuadratura m en todas
las variables aleatorias, el nUmero de evaluaciones requeridas es de mn + 1. EI método UDR
es un método mucho mas eficiente que el producto tensorial completo, sin embargo, el método
puede resultar poco preciso si existe una fuerte correlacion entre las variables aleatorias (Lee y
Chen, 2008).

En la figura 6.11 se compara el nimero de puntos de cuadratura y la posicion de estos
para un caso bivariable, utilizando una regla de cuadratura unidimensional tres puntos.

X3
®) )
X
O O
®) ©)
UDR
O FFNI

Figura 6.11: Evaluacion de los puntos de cuadratura para reduccion unidimensional (UDR) y
producto tensorial completo (FFNI) con una formula de cuadratura de 3 nodos. (Lee y Chen, 2009).

El tipo de cuadratura de Gauss a utilizar depende de la pdf que caracterice la variable
aleatoria. Para distribuciones normales y longnormales, los nodos y los pesos de la integral
unidimensional se determinan a partir de la cuadratura de Gauss-Hermite. Con distribucion
uniforme, exponencial y Weibull los puntos de cuadratura se determinan mediante la cuadratura
de Gauss-Laguerre.
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CAPITULO 7:

DISENO OPRIMO ROBUSTO DE
TOPOLOGIA CON ISOLINEAS Y
ALGORITMOS GENETICOS

En este capitulo se presenta una nueva metodologia para la optimizacion robusta de topologia
con isolineas y algoritmos genéticos considerando la existencia de incertidumbre en la carga.

7.1. Introduccion

En la actualidad, la mayoria de los trabajos publicados en RTO, tratan las incertidumbres
en lacarga (Chen et al, 2010; Dunning y Kim, 3013; Zhao y Wang, 2014,2015), aungue algunos
consideran también las incertidumbres en las propiedades del material (Tootkaboni et al., 2012
y Lazarov et al. 2012) y en la geometria (Chen y Chen, 2011; Jansen et al.; y Lazarov et al.,
2012).

Conti et al. (2009) es el primero que combina un método de optimizacién de topologia
determinista, en concreto LSM, con técnicas de programacion estocastica para la optimizacion
de estructuras bajo cargas inciertas. Sin embargo, este trabajo esta limitado a considerar solo la
existencia de incertidumbre de cargas concentradas las cuales son modeladas como variables
aleatorias. Posteriormente, Chen et al. (2010) amplian su uso a cargas distribuidas, las cuales
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son modeladas como campos aleatorios. La alta dimensionalidad del campo aleatorio se
transforma en un conjunto finito de variables aleatorias estadisticamente independientes
mediante un metodo espectral como K-L Finalmente, los momentos estadisticos de la
compliance son evaluados mediante UDR en los puntos de cuadratura de Gauss. Dunning y
Kim (2011) presentan un método analitico para minimizar el valor esperado de la compliance,
con incertidumbre en la magnitud y en la direccion de la carga, usando complejas derivadas
numéricas. En el caso mas desfavorable, el problema RTO se transforma en otro de 3n+1
estados de carga, siendo n el nUmero de cargas con incertidumbre. Sin embargo, la metodologia
se limita a variables aleatorias estadisticamente independientes definidas mediante
distribuciones normales. En Dunning y Kim (2013) amplian la metodologia anterior
incorporando la desviacion estandar de la compliance en la funcion objetivo. Zhao y Wang
(2014) proponen una metodologia para evaluar el valor esperado de la compliance, permitiendo
utilizar cualquier tipo de funcion de probabilidad continua para describir la incertidumbre. Para
obtener los momentos estadisticos utilizan el método de Monte Carlo y la descomposicion de
matrices. Zhao et al. (2015) presentan un método para la optimizacién de topologia
considerando incertidumbre en la carga, utilizando el método de colocacién estocastico con
cuadratura dispersa de Smolyak para obtener los momentos estadisticos de la respuesta
estructural.

Todas estas metodologias transforman el problema RTO en otro sujeto a multiples estados
de carga deterministas en donde los momentos estadisticos se calculan evaluando repetidamente
la respuesta para cada uno de los estados de carga. A menudo, el coste computacional del
analisis es elevado, por lo que la evaluacién de la funcion objetivo de forma precisa y eficiente
es crucial en este tipo de problemas.

7.2. Formulacion

Como se vio en el capitulo anterior, se pueden utilizar varios criterios de robustez para
formular el problema RTO desde un punto de vista probabilistico, utilizandose habitualmente
la formulacion compuesta descrita en la Ec. (6.21).

En este capitulo, el problema RTO considerado consiste en minimizar el valor medio y la
desviacion estandar de la compliance (Chen y Chen, 2010; Zhao y Wang, 2014; y Zhao et al.,
2015)

minimizar F(u,z) = u,+w o¢
sujetoa: Ku(z) =f(2)

7.1
V —Vipar < 0 (7.1)

x < <X, i=1.m,

)

donde uc = u[C(u,2)] y o = a[C(u,z)] son el valor medio y la desviacion estandar de la
compliance, w es el factor de ponderacién que relaciona el valor medio y la desviacion estandar,
u(z) es el campo de desplazamientos, K es la matriz de rigidez global, f(z) es el vector de
fuerzas, V;,,4 €s el volumen maximo admisible, x es el vector de coordenadas de los n, puntos
de control y z es una realizacion del espacio muestral n-dimensional.
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7.3. Incertidumbre en carga

Existen varias fuentes de incertidumbre que pueden afectar a la robustez de una
estructura, entre ellas estan las cargas, las propiedades de material y la geometria. En este
trabajo Unicamente se considera la incertidumbre de cargas concentradas.

Si suponemos que sobre una estructura existen n cargas, y que la magnitud y direccién de
la carga i se modela mediante dos variables aleatorias independientes h;(z) y 6;(2)
respectivamente, entonces las componentes en la direccion vertical y horizontal de la carga se
pueden determinar como

fri(2) = hi(2) sen(6;(2))
fui(z) = hi(z) cos(6;(2))

Si &y; y &y representan una fuerza unitaria en la direccion vertical y horizontal sobre la
carga i, cualquier realizacion de las n cargas se puede representar como una combinacion lineal
del vector de cargas constituido por &4, €g1, - 5 €vn Eln, COMO

(7.2)

(@) = D (@ &y, + fin@ £) (7.3)
i=1

7.4. Propagacion de las incertidumbres

La primera dificultad para resolver el problema de disefio 6ptimo robusto (7.1) es calcular
de forma eficiente la funcion objetivo. Como se comento en el capitulo anterior, la resolucion
analitica del valor medio y de la desviacion estandar de la energia de deformacion resulta dificil
o incluso imposible de evaluar de forma exacta en problemas con una elevada dimensionalidad.
Por ello, se suele utilizar métodos aproximados para evaluar estas magnitudes.

De acuerdo a la Ec. (7.3), la compliance de la estructura considerando la existencia de
incertidumbre en la carga f(z) se puede definir como

C(z) = %fT(z)u(z) (7.4)

Para propagar el efecto de las incertidumbres sobre la funcion objetivo se utiliza el
método UDR. Con este método, el valor medio y la desviacién estandar de la compliance se
pueden determinar como

n

fic = EIC@)] = ) g, = (o= 1) C(a) (7.5)

(7.6)

donde C; es una subfuncion unidimensional que depende solo de una variable aleatoria z; con
el resto de variables aleatorias fijadas en su valor medio (por ejemplo, uc, =
E[C(uq,..,2;, .., 4y)] , Y N €S el nimero de variables aleatorias. Los momentos estadisticos de
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las subfunciones unidimensionales u, y o¢, se determinan mediante las formulas de cuadratura
de Gauss

m;
H’Ci = zwi(j)c(.ull"izi(j)! ...,,Lln) (77)
=1
m;
oc, = Zwi(j)( C(x,u)) — E[C]) (7.8)
=1

donde m; es el niimero de nodos utilizados para calcular pc, y o, y w;? y z;% son el peso y la
posicién del nodo j respectivamente para la variable aleatoria i. Por tanto, para la determinacion
de los momentos estadisticos de la compliance son necesarios (m; — 1) + (m, — 1) + -+ +
(m, — 1) + 1 estados de carga, suponiendo cada uno de estos estados de carga una evaluacion
del modelo de simulacion. EI nimero de muestras m; utilizadas en cada una de las subfunciones
i se determina de modo que el error e(m;) cometido al afiadir dos muestras mas sea inferior al
5%. En funcién del factor de ponderacion w, el nimero de muestras m; se puede determinar a
partir del valor medio o la desviacion estandar de la subfuncion i

/-’lci (mz) - /-’lci (mi + 2)
gi(my) = ) <0.05 w=0 (7.9)
¢\
oc.(m;) —oc.(m; + 2
g(my) = CL( )Uc (;{() ) <005 w=+#0 (7.10)

7.5. Optimizacién robusta de topologia con algoritmos genéticos

En este apartado se describen los aspectos fundamentales para la optimizacion robusta
mediante el método descrito en el capitulo 4. Recordar, que en dicho método se utilizaba un
contorno virtual a partir del cual se determinaba el valor de referencia de la isolinea de corte.

7.5.1. Codificacion

El movimiento de los PC se describe por medio de una cadena de nimeros reales de modo
gue cada uno de los bits representa directamente la magnitud de movimiento de cada uno de los
PC. El tamafio de paso esta limitado por un valor superior e inferior. Un valor positivo indica
que el movimiento se debe de realizar hacia el interior de la estructura mientras que un valor
negativo supone un movimiento hacia el exterior de la estructura.

7.5.2. Extraccion de la topologia

Una vez se ha establecido la posicién de los PC, es necesario extraer la topologia
resultante. Para ello, se debe determinar el valor de referencia de la isolinea de recorte conforme
al criterio seleccionado. El valor de referencia se determina como
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1 &
Vypef = N_PZ v pit (2) (7.11)
=1

donde v; ;;(z) es el valor robusto filtrado del criterio obtenido en Np puntos del contorno

virtual, y z muestra el carécter aleatorio de dicha variable debido a la incertidumbre en la carga.

El criterio utilizado en este capitulo es la energia de deformacion al utilizarse en la funcién

objetivo el primer y segundo momento estadistico de la compliance. El filtro utilizado es el

mismo que el utilizado en el capitulo 4, en el cual se establecia que
vy pir(2) = {Ui(z)» SUV; < Umed + Vstd

’ Umed T Vstq, €N Otro caso

(7.12)

siendo vyeq Y Vstq 12 media aritmética y la desviacion estandar de la energia de deformacion
en los Np puntos, respectivamente.

A partir del principio de superposicion de la elasticidad lineal, se puede establecer que la
energia de deformacion media en cualquier punto del dominio se puede determinar como el
valor medio de la energia de deformacion de los diferentes casos de carga determinados
mediante el método UDR. Segun el método UDR, el valor medio de la energia de deformacion
en cualquier punto se puede determinar como

0@ = Elvli = )y, — (1= Dvlay) (7.13)
j=1

donde Hy; €S la estimacion mediante la cuadratura de Gauss del valor medio de la subfuncion
unidimensional i.

Una vez determinado el valor de la isolinea de referencia v,.. ¢, se utiliza el algoritmo de
recorte Marching Triangle para obtener la forma y la topologia para dicho valor de referencia
V. Paraincorporar el efecto de la incertidumbre a la hora de realizar el recorte, el valor de la
energia de deformacidn en los vértices de las cuatro celdas triangulares que constituye cada uno
de los elementos finitos, se determina mediante la Ec. (7.13). Al igual que para el caso
determinista, los vértices son etiquetados como “1” 0 “0” en funcion de si el valor en el vértice
es mayor o menor al valor de referencia, respectivamente. Tras aplicar el algoritmo de recorte,
los elementos son clasificados como interiores, exteriores o de borde y en funcion de esta
clasificacion se obtiene el ratio del &rea normalizado. El analisis de la nueva topologia se lleva
a cabo mediante una malla fija en funcion de los ratios de area normalizados obtenidos para
cada uno de los elementos.

7.5.3. Funcion de aptitud

Para dirigir la direccion de busqueda se establece la siguiente funcion de aptitud robusta

1

@)= luc + waclV

(7.14)

donde u. y o, son el valor medio y la desviacion estandar de la compliance cuyos valores se
obtienen a partir de las Ecs. (7.5) y (7.6), respectivamente.
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7.6. Metodologia para la optimizacidon robusta de topologia con
malla fija y algoritmos genéticos
En el diagrama de flujo representado en la figura 7.1 se muestra el algoritmo para el

disefio dptimo robusto de topologia con isolineas y GA. A continuacion, se describen los
principales pasos del algoritmo planteado:

1. Definir las caracteristicas del dominio inicial de la estructura: longitud, altura, espesor,
regiones optimizables, etc.

2. Definir los parametros del GA: u-GA, codificacion, tamafio de la poblacion, tipo de
seleccion, tipo de cruce, tipo de mutacién, probabilidad de cruce y mutacion, elitismo,
funcién de aptitud, y nUmero maximo de iteraciones.

3. Establecer los parametros de la malla fija: nUmero de elementos en ambas direcciones,
modulo de Young real y virtual, coeficiente de Poisson, tipos de elementos, orden de
integracion, codificacion de la carga, condiciones de disefio.

4. Situar los PC que define el contorno virtual.

5. Fijar los parametros de movimiento: direccién, sentido, y magnitud de movimiento de los
PC.

6. ldentificar las fuentes de incertidumbre: nimero de cargas con incertidumbre (n), variables
(magnitud, direccion o ambas), tipos de pdfs, parametros que modelan la pdfs (normalmente
media y desviacion estandar).

7. Determinar el nimero de muestras m; para cada una de las variables aleatorias i, coni =1,...,
n.

7.1. Transformar la variable aleatoria al espacio normal estandar.

7.2. Colocar la muestra inicial con mi = 3. Determinar la posicion z;% y los pesos w; )
con j=1... mi mediante la cuadratura de Gauss-Hermite.

7.3. Transformar al espacio original.

7.4. Determinar los m; estados de carga a partir de estas posiciones y de las Ecs. (7.2) y
(7.7).

7.5. Evaluar la sub-funcion uc, y o, con las Ecs. (7.7) y (7.8), respectivamente.
7.6. Aumentar el tamafio de la muestra en 2 unidades.

7.7. Transformar la variable aleatoria al espacio normal estandar.

7.8. Colocar la muestra.

7.9. Transformar al espacio original.

7.10. Determinar los m; estados de carga a partir de estas posiciones y de las Ecs. (7.2) y
(7.7).

7.11. Evaluar la sub-funcion uc, y a¢, con las Ecs. (7.7) y (7.8), respectivamente.
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10.
11.

13.
12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

7.12. Determinar la precision a partir de las Ecs (7.9) o (7.10), considerando el factor de
ponderacion. Si la precision es insuficiente, volver al paso 7.4, sinoira 8.

Analizar la respuesta estructural para los nge; = ((m; — 1)+ (m, —1) + -+ (m,, —
1) + 1) estados de carga.

Determinar el valor medio de la energia de deformacion en los nodos de coordenadas i, j de
la malla fija (uSE; ;) a partir de los ng estados de carga segun la Ec. (7.13).

Generar una poblacién pseudo-aleatoria de tamafio Np.

Decodificar los cromosomas, obteniendo el nuevo contorno virtual (Cy) para cada uno de
los individuos.

Determinar el valor de la IR para cada uno de los individuos a partir de la Ec. (7.11).

Realizar recorte segun uSE; ; y el valor de la IR para cada uno de los individuos. En el caso
de que un elemento se encuentre intersectado por la IR, utilizar el algoritmo de recorte para
determinar la parte proporcional de la estructura que se encuentra en el interior de la
estructura.

Analizar la respuesta estructural para los ng. estados de carga y para cada uno de los
individuos.

Determinar la distribucion de uSE; ; para cada uno de los individuos.
Evaluar la funcion de aptitud para cada uno de los individuos segun la Ec. (7.14).
Identificar el individuo con mejor aptitud.

Si el cambio de volumen es mayor al volumen de cambio m&ximo permitido, ir al paso 19.
En caso contrario, ir al paso 20.

Analizar la respuesta estructural para el mismo valor de IR del individuo mejor adaptado.
Obtener la nueva topologia y continuar en el paso 18.

Comprobar si se ha alcanzado el nimero maximo de iteraciones o la fraccion de volumen
minima. Si se cumple alguno de los dos criterios ir al paso 22. En caso contrario, ir al paso
21.

Aplicar los operadores genéticos: seleccion, cruce, mutacion, elitismo y u-GA. Aumentar
el numero de generacion en 1y volver al paso 11.

Detener el proceso de optimizacion.

169



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

Inicio

Dominio inicial
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Direccion de movimiento PC
Fraccion de volumen objetivo
Caracterizar variables aleatorias
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Figura 7.1: Diagrama de flujo para la optimizacién robusta de topologia con isolineas, malla fija y
algoritmos genéticos.

f

FG-FEM (1,...,nec)
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7.7. Ejemplos numéricos

Para validar el método propuesto para el RTO se han optimizado cuatro ejemplos: viga
biapoyada de Michell con una carga incierta, columna simple con una carga incierta, viga
biapoyada de Michel con 3 carga inciertas y T-invertida con dos cargas inciertas.

En estos ejemplos se estudia el efecto de considerar: incertidumbre en la magnitud o
en la direccion de una carga; diferentes pardmetros para caracterizar la pdfs; diferentes tipos de
pdfs; y diferentes valores de ponderacion en la funcion objetivo.

En todos los ejemplos, el elemento finito utilizado es el elemento plano rectangular para
tension plana de cuatro nodos, utilizdndose para la integracion numérica un total de cuatro
nodos de Gauss. El criterio utilizado para la extraccion de las isolineas es la energia de
deformacion media.

Los parametros que gobiernan el algoritmo genético (tamafio de la poblacion, operador
de seleccidn, cruce y mutacion, probabilidad de cruce y mutacion, longitud del cromosoma,
funcion de aptitud, elitismo, convergencia u-GA) se encuentran recogidos en la tabla 7.1.

Tabla 7.1: Parametros del algoritmo genético.

Ejemplo Viga de Michell Voladizo de Viga de Michell T-invertida
(1 carga) Michell (3 cargas)
Numero de individuos, Np 10 10 10 10
Operador seleccion ST ST ST ST
Operador de cruce CuU Cu CuU CuU
Operador de mutacion MU MU MU MU
Probabilidad cruce p. 0,8 0,8 0,8 0,8
Probabilidad de mutacion pp, 0,1 0,1 0,1 0,1
Longitud cromosoma 11 40 11 11
Funcién de aptitud Uc Uc Uc + w o¢ Uc + w oc
Elitismo 1 1 1 1
p-GA 80% 80% 80% 80%

ST = Seleccion por torneo; CU = Cruce uniforme; MU = Mutacion uniforme

Los parametros que controlan el proceso de optimizacion (tamafio de paso minimo y
méaximo de los PC, direccion de movimiento de los PC, volumen de cambio maximo permitido
y la fraccion de volumen); y los pardmetros del analisis de elementos finitos en malla fija
(numero de elementos, médulo de elasticidad real, relacion entre elasticidad real y virtual, y el
coeficiente de Poisson) se muestran en la tabla 7.2.

Tabla 7.2: Parametros que controlan el proceso de optimizacion.

Ejemplo Omin Omax Opc AV% V/V, El E E/Eo v
(mm) (mm) (rad) (MPa)

Viga de Michell (1 carga) -2.00 2,00 3n/2 0,1 0,3 110x44 210-103 104 0,3

Columna simple -0,50 0,50 3n/2 0,1 0,3 96x96 1 104 0,3

Viga de Michell (3 cargas) -2.00 2,00 3n/2 0,1 0,4 110x44 1 104 0,3

T-invertida -1,00 1,00 3n/2 0,1 0,5 3167 210-103 104 0,3
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7.7.1. Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada en
el borde inferior

El primer ejemplo de ROT con isolineas y algoritmos genéticos es la viga de Michell con
apoyos fijos y una carga P incierta centrada en el borde inferior. La longitud del dominio de
disefio es de 200 mm, la altura de 80 mm y el espesor de 1 mm. El dominio de disefio se ha
dividido en 4840 elementos, 110 en direccion longitudinal y 44 en direccion transversal. Sobre
el borde superior se han dispuesto un total de 11 puntos de control uniformemente espaciados,
pudiéndose mover en direccion perpendicular al contorno inicial (figura 7.2).

En los apartados 7.7.1.1. y 7.7.1.2 se pretende demostrar el efecto de considerar
incertidumbre en la magnitud h(z) y/o direccion 6(z) de la carga P, respectivamente, mediante
la resolucion del problema de minimizacion del valor medio de la compliance (w=0). Las
variables, en caso de ser inciertas, son caracterizadas por medio de una distribucion normal
N(u;, 0;) de media y; y desviacion estandar o;, donde i hace referencia a la variable aleatoria
considerada y en caso contrario por su valor nominal.

200 mm

C S S J ~/ S S S S 7
sl
e~
£
=
2
o

+ P(h(2),6(2)

Figura 7.2: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde
inferior. Dominio de disefio.

7.7.1.1. Incertidumbre en la magnitud de la carga

Para estudiar el efecto de la incertidumbre en la magnitud de la carga h(z), el problema
considerado se resuelve para tres escenarios diferentes. En la tabla 7.3 se muestran el valor
medio y la desviacion estandar para cada uno de estos.

Tabla 7.3: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde inferior.
Valor medio y desviacién estandar para la magnitud.

Escenario Pdf 1T oy

Escenario 1 Normal 1000 125
Escenario 2 Normal 1000 250
Escenario 3 Normal 1000 500
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Segun la Ec. (7.9) se ha determinado que Unicamente son necesarios utilizar 3 de casos
de cargas para evaluar el valor medio de la compliance en cada uno de los escenarios. En la
tabla 7.4 se muestran los casos de carga y los pesos de los tres escenarios.

Tabla 7.4: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde inferior.
Estados de carga para los 7 escenarios.

Escenario Estado de carga 1 Estado de carga 2 Estado de carga 3
w,= 0,0199 w,=0,3936 w3=0,9453

E.l fur = 0,00 fuz2 = 0,00 fus = 0,00
fy1 = -846,90 fv» = -1000,00 fys = -1153,09
w,=0,0199 w,=0,3936 w,=0,9453

E.2 fur = 0,00 fu2 = 0,00 fus = 0,00
fy1 = -693,81 fv» = -1000,00 fys = -1306,18
w,=0,0199 w,=0,3936 w,=0,9453

E.3 fur = 0,00 fu2 = 0,00 fus = 0,00
fy1 = - 387,62 fyo = -1000,00 fys = -1612,37

En la figura 7.13a se muestra la topologia 6ptima determinista. Esta se obtiene en la
generacion 59, para un valor de la compliance de € = 19,54 Nmm y una fraccion de volumen
de V/V, = 0,295. Sin embargo, si esta topologia determinista se analiza bajo las condiciones
de incertidumbre de los escenarios 1, 2 y 3, el valor medio de la compliance aumenta hasta
uc = 35,97; 36,81; y 40,16 Nmm, respectivamente. Como se puede observar, cuanto mayor es
la desviacion estandar, mayor es el valor medio de la compliance obtenido.

MNMN

(a) Generacién 59 (b) Generacion 81
Ue = 19,54 Nmm; V /V, = 0,295 Uc = 33,04 Nmm; V /V, = 0,306
(c) Generacién 94 (d) Generacién 61
Uc = 35,58 Nmm; V /V, =0,296 Uc = 38,62 Nmm; V/V, = 0,301

Figura 7.3: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde
inferior. Topologias éptimas: (a) determinista; (b) robusta escenario 1; (c) robusta escenario 2; y (d)
robusta escenario 3.

En las figuras 7.3b,c y d se muestran las topologias 6ptimas robustas obtenidas para los
tres escenarios considerados. Para el escenario 1, el 6ptimo robusto se obtiene en la generacion
81, con un valor medio para la compliance de u. = 33,04 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,306. Para el escenario 2, el 6ptimo robusto se obtiene en la generacion 94, con un
valor medio para la compliance de u, =3558 Nmm y una fraccion de volumen de
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V/V, =0,296. Para el escenario 3, el dptimo robusto se obtiene en la generacion 61, con un
valor medio para la compliance de u. =38,62 Nmm y una fraccion de volumen de
V /V, =0,301. Si estos valores son comparados con los valores medios obtenidos a partir de
analizar la topologia Optima determinista bajo las condiciones de incertidumbre de estos tres
escenarios, se puede observar que son practicamente muy parecido, siendo el error cometido al
utilizar la topologia determinista bajo condiciones de incertidumbre de los escenarios E1, E2,
y E3 con respecto a la topologia robusta de 8,86%; 3,45%; y 3.98% respectivamente. Este hecho
demuestra la minima influencia que tiene el considerar en este problema la incertidumbre en la
magnitud de la carga y hecho que se refuerza, comprobando la similitud entre las topologias
robustas y determinista.

En la figura 7.4 se muestra la evolucion del valor medio de la compliance, la fraccion de
volumen, la aptitud y el tiempo computacional tanto de la optimizacion determinista como de
las optimizaciones robustas.
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Figura 7.4: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde
inferior. (a) Evolucion de la compliance. (c) Evolucién de la fraccion de volumen. (b) Evolucion de
la aptitud. (d) Evolucion del coste computacional. (Det. = determinista).

7.7.1.2. Incertidumbre en la direccion de la carga

Para estudiar el efecto de la incertidumbre en la direccion de la carga 6(z), el problema
considerado se resuelve para 6 escenarios diferentes. En la tabla 7.5 se muestran el valor medio
y desviacidn estandar de los escenarios considerados para caracterizar la incertidumbre en la
direccién de la carga.
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Tabla 7.5: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde inferior.
Incertidumbre en direccion. Valor medio y desviacién estandar.

Escenario Pdf Th Oy

Escenario 1 (E.1) Normal 3n/2 0.125
Escenario 2 (E.2) Normal 3n/2 0.250
Escenario 3 (E.3) Normal 3n/2 0.375
Escenario 4 (E.4) Normal 3n/2 0.500
Escenario 5 (E.5) Normal 3n/2 0.625
Escenario 6 (E.6) Normal 3n/2 0.750

Se ha determinado que para evaluar el valor medio de la compliance en cada uno de los
escenario son necesarios 5 casos de carga. Remarcar que aunque la estructura inicial presenta
simetria, ya que dominio inicial y distribucion de la carga son simétricas, los diferentes estados
de carga no la presentan. En la tabla 7.6 se muestran los estados de carga y pesos utilizados en
los diferentes escenarios.

Tabla 7.6: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde inferior.
Estados de carga para los 7 escenarios.

Escenario Estado de Estado de Estado de Estado de Estado de
cargal carga 2 carga 3 carga 4 cargab
w,=0,0199 w,=0,3936 ws=0,9453 w,=0,3936 ws=0,0199

E.l fu1 = 249,84 fuz = 119,53 fus =0,0 fua =-11953  fys = -249,84
fy1 =-96828  f,,=-99282  f,, =-1000 fra=-99282  f,s =-968,28
w,= 0,0199 w,=0,3936 w3=0,9453 w,=0,3936 ws=0,0199

E.2 fu1=48384  f,,=23735  fy;3=0,0 fus =-23735  fys =-483,84
fv1 =-875,15 fva =-971,42 fvs =-1000 fva =-971,42 fvs = -875,15
w,= 0,0199 w,=0,3936 w3=0,9453 w,=0,3936 ws=0,0199

E.3 fu1 = 687,15 fuz =351,77  fy3=0,0 fua =-351,77  fys = -687,15
fy1=-72650  fy, =-936,08  f,5 =-1000 fya=-936,08  fys=-72650
w,=0,0199 w,=0,3936 w,=0,9453 ©,=0,3936 ws=0,0199

E.4 fu1 = 846,88 fu, =46114  f43=0,0 fus =-46114  fys = -846,88
fr1=-53178  f,,=-88732  f,3 =-1000 fya=-88732  fys=-531,78
w,=0,0199 w,=0,3936 w,=0,9453 ©,=0,3936 ws=0,0199

E.5 fu1 = 952,88 fuz =563,90  fu3=0,0 fus =-56390  fys =-952,88
fr1=-30332  f,,=-82583  f,5 =-1000 fya=-82583  f,s =-303,32
w,=0,0199 w,=0,3936 w,=0,9453 w,=0,3936 ws=0,0199

E.6 fu1=999,88  f;,=68345  f;3=0,0 fus =-68345  fys =-999,88
fy1 = 15,04 fra=-72999  f,5 =-1000 fra=-72999  f,o=1504

El disefio 6ptimo determinista se consigue en la generacion 59, con un valor para la
compliance de € = 19,54 Nmm y una fraccion de volumen de V /V,, = 0,295. Sin embargo, si
la topologia determinista se analiza bajo las condiciones de incertidumbre de los diferentes
escenarios, el valor medio de la compliace aumenta considerablemente a u, = 41,26; 57,44,
82,78; 115,09; 151,77; 304,99 Nmm para los escenarios 1; 2; 3; 4; 5; y 6 respectivamente. Si
estos resultados son comparados con los tres escenarios de incertidumbre en magnitud, se
demuestra como para este ejemplo la incertidumbre en la direccidn tiene una mayor influencia
que la incertidumbre en la magnitud.

En la figura 7.5 se muestran las topologias 6ptimas robustas obtenidas para los seis
escenarios. Para el escenario 1, el disefio 0ptimo robusto se obtiene en la generacion 70, con un
valor medio para la compliance de u, =37,71 Nmm y una fraccion de volumen de
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V/V, =0,306. Para el escenario 2, el disefio 6ptimo robusto se obtiene en la generacion 281,
con un valor medio para la compliance de u. = 39,36 Nmm y una fraccién de volumen de
V /V, = 0,299. Para el escenario 3, el disefio dptimo robusto se obtiene en la generacién 240, con
un valor medio para la compliance de u. =39,99 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, = 0,301. Para el escenario 4, el disefio dptimo robusto se obtiene en la generacion 303, con
un valor medio para la compliance de u. =38,31 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,300. Para el escenario 5, el disefio dptimo robusto se obtiene en la generacion 108,
con un valor medio para la compliance de u. = 39,46 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, = 0,296. Para el escenario 6, el disefio 6ptimo robusto se obtiene en la generacion 59, con
un valor medio para la compliance de u. =38,77 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, = 0,299

/N AN\

(a) Generacion 70 (b) Generacion 281
Uc = 37,71 Nmm; V /V, = 0,306 Uc = 39,36 Nmm; V/V, =0,299

(c) Generacion 240 (d) Generacion 303
e =39,99 Nmm; V /V, =0,301 Ue = 38,31 Nmm; V /V, =0,300

(e) Generacién 108 (f) Generacién 59
Ue = 39,46 Nmm; V /V, = 0,296 Uc = 38,77 Nmm; V /V, = 0,299

Figura 7.5: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de incierta centrada sobre el borde
inferior. Topologias Optimas robustas considerando incertidumbre en la direccion de la carga: (a)
E.1; (b) E.2; (c) E.3; (d) E4; (e) E.5; y (f) E.6.

Analizando los resultados que se presentan en la figura 7.5, se puede determinar que:

1. Todas las topologias obtenidas presentan una geometria simétrica, lo cual parece légico si
reconocemos que tanto el dominio inicial y la pdf utilizada para caracterizar la direccion
de la carga son simétricas, aunque los diferentes estados de carga no lo sean.

2. Las diferentes topologias obtenidas se constituyen basicamente por un arco y barras
inclinadas que van del arco al punto de aplicacién de la carga. Se observa como al ir
aumentando la desviacion estandar, la inclinacion minima de las barras va disminuyendo
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hasta alcanzar una disposicion horizontal. A partir de ese momento, el espesor de la barra
horizontal aumenta conforme aumenta la desviacion estandar de oy = 0,5 a o4 =0,75.
Esto se debe a que al ir aumentando la desviacién estandar, aumenta la componente
horizontal maxima de los diferentes estados de carga (ver tabla 7.6).

3. Las topologias robustas son mucho maés eficientes que la topologia determinista ante la
consideracién de incertidumbre en la direccion de la carga. En la tabla 7.7 se recogen el
valor medio de la compliance para los disefios robustos como determinista para los
diferentes escenarios, asi como el error cometido al utilizar la topologia determinista en
lugar de una robusta en dichos escenarios.

Tabla 7.7: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical de incierta centrada sobre el borde
inferior. Comparacion entre los disefio robusto y determinista.

Robusta Determinista

i Error (%
Escenario e (Nmm) 2o (Nmm) (%0)
E.1 37,71 41,26 16,32
E.2 39,36 57,44 45,93
E.3 39,99 82,78 107,00
E.4 38,31 115,09 203,10
E.5 39,46 151,77 304,22
E.6 38,77 304,99 696,98

Analizando la tabla 7.7 se puede apreciar la importancia de considerar las incertidumbres
en el proceso de optimizacion. En esta se comprueba como la topologia determinista es menos
eficiente considerando la existencia de incertidumbre que las robustas.

En la figura 7.6 se muestra la evolucion del valor medio de la compliance, la fraccion de
volumen, la aptitud y el tiempo computacional tanto de la optimizacion determinista como las
optimizaciones robustas.

7.7.2. Columna con carga vertical de direccion incierta centrada sobre el
borde superior

El segundo ejemplo es una columna con el extremo inferior fijo y con una carga vertical,
de direccidn incierta, centrada sobre el extremo superior. La longitud del dominio de disefio es
de 16 mm de longitud, la altura de 16 mm y el espesor de 1 mm. Para realizar el andlisis se ha
utilizado una malla fija de 96x96 (9216) elementos. Para conducir la optimizacion robusta, se
han dispuesto un total de 9 puntos de control uniformemente distribuidos sobre el extremo
superior, el factor de ponderacion g = 0y una fraccion de volumen de V/V, = 0,3. En cambio,
para conducir la optimizacién determinista, se han dispuesto 9 puntos de control uniformemente
distribuidos sobre el extremo derecho. En la figura 7.7 se muestra la posicion y la direccion de
movimiento de los puntos de control para la optimizacion robusta como determinista.

En este ejemplo se pretende estudiar la influencia del tipo de pdf utilizada para
caracterizar la incertidumbre en la direccion de la carga. Para ello, la magnitud de la carga se
fija a un valor nominal de 100 N, mientras que su direccion se caracteriza por medio de las tres
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Figura 7.6: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde
inferior. (a) Evolucion de la compliance. (c) Evolucién de la fraccion de volumen. (b) Evolucion de
la aptitud. (d) Evolucion del coste computacional. (Det. = determinista).
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Figura 7.7: Columna con carga vertical de direccion incierta centrada sobre el borde superior.
Dominio de disefio. (a) Optimizacion robusta. (b) Optimizacion determinista.
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pdfs recogidas en la tabla 7.8. Como se puede apreciar en la figura 7.8, las distribuciones normal
y uniforme son simétricas, mientras que la distribucion de Gumbel es asimétrica.

Tabla 7.8: Columna simple carga vertical de direccion incierta centrada sobre el borde superior. Tipos
de funciones de distribucion de probabilidad utilizadas para caracterizar la incertidumbre en la

direccion.
Pdf 19 Oy
Escenario 1 (E.1) Normal 3n/2 0.25
Escenario 2 (E.2) Uniforme 3n/2 0.25
Escenario 3 (E.3) Gumel 3n/2 0.25
2 3 2
15 ‘ 2 i 1.5
1 ! 1
;
|
08 ! 1 : 05
0 L 0 1
25 2 15 ! 05 25 2 15 1 05 0

Figura 7.8: Funciones de distribucion de probabilidad. (a) Distribucion Normal. (b) Distribucion
Uniforme. (c) Distribucién de Gumbel.

Se ha determinado que para evaluar el valor medio de la compliance en los diferentes
escenarios son necesarios 5 estados de carga. En la tabla 7.9 se muestran los estados de carga
utilizados para cada una de las distribuciones.

Tabla 7.9: Columna con carga vertical de direccion incierta centrada sobre el borde superior. Estados
de carga para los 3 escenarios.

Escenario Estado de Estado de Estado de Estado de Estado de
cargal carga 2 carga 3 carga 4 cargab
w,= 0,0199 w,=0,3936 5= 0,9453 ©,=0,3936 ©5=0,0199

E.l fy, = -48,38 fy, = -23,73 fyz = 0,0 fye = 23,73 fys = 48,38
fy, = 87,51 fy, = 97,14 fy; = 100 fy, = 97,14 fys = 87,51
w,= 0,059 w,=0,119 w3= 0,142 w,=0,119 ws=0,059

E.2 fyy = -22,46 fy, = -13,42 fyz = 0,0 fyq = 13,42 fuys = 22,46
fy, = 97,44 fy, = 99,09 fy5 = 100 fy, = 99,09 fys = 97,44
w,=0,0199 w,=0,3936 0,= 0,9453 ©,=0,3936 ©5=0,0199

E.3 fiy, = -81,63 fy, = -40,94 fis = -9,15 frs = 14,34 fys = 32,95
fy, = 57,75 fy, = 91,23 fys = 99,58 fy, = 98,96 fys = 94,41

El éptimo determinista se obtiene en la generacidon 64, con un valor para la compliance
de € =6,50-10* Nmm y una fraccion de volumen de V/V, = 0,305. Como se puede apreciar
en lafigura 7.9a, el disefio Optimo determinista corresponde con una columna. Si esta topologia
se analiza considerando la incertidumbre en la direccién de la carga, se obtiene un valor medio
de pc =1,76-103; 6,44-10° y 2,47-10° Nmm para las pdfs de los escenarios 1; 2; y 3
respectivamente.

En la figuras 7.9b,c,d, se muestran los disefios dptimos robustos obtenidos para la
distribucion normal, uniforme y de Gumbel. Para la distribucion normal, el 6ptimo robusto se
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obtiene en la generacion 27, con un valor medio para la compliance de p. = 4,69-10* Nmm y
una fraccion de volumen de 0,297. Para la distribucion uniforme, el disefio 6ptimo robusto se
obtiene en la generacion 32, con un valor medio para la compliance de u. = 3,93:10% Nmm y
una fraccion de volumen de 0,300. Para la distribucion de Gumbel, el disefio 6ptimo robusto se
obtiene en la generacion 23, con un valor medio para la compliance de . = 8,01-:10% Nmm y
una fraccion de volumen de 0,301. Los disefios pasan de ser una barra vertical a una
combinaciéon de barras inclinadas. Esto se debe, a que al considerar incertidumbre en la
direccion de la carga, esta puede darse en otra direccion que no sea la vertical, provocando la
aparicion de una componente horizontal en los estados de carga. Por otro lado, debido a la
simetria de las distribuciones normal y uniforme y a la asimetria de la distribucion de Gumbel,
los disefios 6ptimos para la distribucion normal y uniforme son simétricos mientras que el
disefio optimo para la distribucion de Gumbel no los es.

(a) Generacion 64 (b) Generacién 27
Uc = 6,50-10* Nmm; V /V, = 0,305 Uc = 4,69:10% Nmm; V/V, = 0,297

(c) Generacion 32 (d) Generacion 23
Uc =3,93-10% Nmm; V /V, = 0,300 Uc =8,01-:10* Nmm; V/V, = 0,301

Figura 7.9: Columna con carga vertical de direccion incierta centrada sobre el borde superior.
Topologias 6ptimas: (a) determinista; (b) robusta escenario 1; (c) robusta escenario 2; y (d) robusta
escenario 3.

En la figura 7.10 se muestra la evolucion del valor medio de la compliance, la fraccion
de volumen, la aptitud y el tiempo computacional tanto de la optimizacion determinista como
las optimizaciones robustas.
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Figura 7.10: Columna con carga vertical de direccion incierta centrada sobre el borde superior.
Topologias 6ptimas. (a) Evolucion de la compliance. (¢) Evolucion de la fraccion de volumen. (b)
Evolucion de la aptitud. (d) Evolucion del coste computacional. (Det. = determinista).

7.7.3. Viga de Michell con tres carga verticales inciertas sobre el borde
inferior

El tercer ejemplo optimizado es la viga de Michell con tres cargas inciertas aplicadas
sobre el borde inferior. EI dominio de disefio, las condiciones de contorno y las condiciones de
carga se representa en la figura 7.11. La longitud del dominio de disefio es de 200 mm, la altura
de 80 mm vy el espesor de 1 mm. El dominio de disefio se ha dividido en 4840 elementos, 110
en la direccién longitudinal y 44 en la direccion transversal. La magnitud de las tres cargas se
han caracterizado por medio de tres distribuciones normales de media u, =1 y desviacion
estandar de o3, = 0,5; oy,, =0,1; ¥ g5, = 0,2. Las direcciones de las cargas se consideran no
inciertas con un valor nominal de —m/2 para todas ellas. Sobre el borde superior se han dispuesto
un total de 9 puntos de control uniformemente espaciados y que se moveran en todo momento
perpendicularmente al contorno inicial. En este ejemplo se pretende observar el efecto del
parametro de ponderacién w en la ponderacion.

La solucion Optima determinista se obtiene en la generacion 41, con un valor para la
compliance de € = 30,15 Nmm y una fraccion de volumen de vV /v, = 0,401 (ver figura 7.12a).
Como se puede apreciar en esta figura, la topologia 6ptima obtenida es simétrica, ya que para
el caso determinista las tres fuerzas tienen una magnitud de 1N. Si las condiciones de
incertidumbre son consideradas sobre la solucion determinista, se obtiene un valor medio y una
desviacion estandar para la compliance de pu, =10597 Nmm y o, = 170,73 Nmm
respectivamente.
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Figura 7.11: Viga de Michell con tres cargas inciertas sobre el borde inferior. Dominio de disefio.

Sin embargo, si las incertidumbres se tienen en cuenta durante el proceso de optimizacion,
se obtienen los disefios dptimos robustos mostrados en las figuras 7.12b; 7.12c; y 7.12d para
factores de ponderaciéon de w = 0; 1; y 2,5 respectivamente. Para w = 0, la cual equivale a
optimizar el valor medio de la compliance, el disefio 6ptimo robusto se obtiene en la generacion
46, con un valor medio y una desviacion estandar para la compliance de y, = 102,97 Nmm vy
oc = 168,61 Nmm. Para un valor de w = 1, el disefio 6ptimo robusto se obtiene en la
generacion 28, con un valor medio y una desviacion estandar para la compliance de . =
104,57 Nmm y o, = 166,57 Nmm. Para un valor de w = 2,5, el disefio éptimo robusto se
obtiene en la generacién 42, con un valor medio y una desviacion estandar para la compliance
de puc = 106,29 Nmmy o, = 164,21 Nmm.

(a) Generacion 41 (b) Generacion 46
u =19,54 Nmm; V/V0 =0,295 ¢ = 102,97 Nmm; V/V; = 0,399
(c) Generauon 28 (d) Generacion 42
t, = 104,57 Nmm; V/V, = 0,300 t, = 106,57 Nmm; V/V, = 0,301

Figura 7.12: Viga de Michell con apoyos fijos y carga vertical incierta centrada sobre el borde
inferior. Topologias Optimas: (a) determinista; (b) robusta escenario 1; (c) robusta escenario 2; y (d)
robusta escenario 3.
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En la tabla 7.10 se muestran los resultados de los disefios 6ptimos robustos y del disefio
deterministas bajo el efecto de la incertidumbre. Como se puede observar, conforme aumenta
el parametro de ponderacién w, menor es la desviacion estandar de la compliance y mayor el
valor medio. Ademas, los valores medios y las desviaciones estandar de la compliance para las
topologias robustas son practicamente los mismos a los obtenidos para la topologia determinista
bajo las condiciones de incertidumbre. Esto demuestra la minima influencia que tiene la
incertidumbre en la magnitud de las cargas en este problema. Ademas de que para w = 0; y
w =1 los disefios Optimos robustos son practicamente iguales a la topologia Optima
determinista.

Tabla 7.10: Viga de Michell con tres cargas inciertas sobre el borde inferior. Comparacion entre las
soluciones robustas y la determinista.

Desviacion Fraccion de Generaciones

Test '(\I/I\ﬁﬁ:ﬁ)” ¢ estandar o volumen

(Nmm) V/Vq
Determinista 105,97 170,73 0,401 -
Robusto w = 0 102,97 168,61 0,399 46
Robusto w =1 104,57 166,57 0,405 28
Robusto w = 2,5 106,29 164,21 0,401 42

En la figura 7.13, se muestra la evolucion del valor objetivo, la fraccion de volumen, la
aptitud y el tiempo computacional tanto de la optimizacion determinista como las
optimizaciones robustas. En la figura 7.13a y 7.13c se puede observar como la evolucion de la
funcién objetivo y la aptitud tienen diferentes niveles, esto se debe a la contribucién de la
desviacion estandar de la compliance debido al factor w.

7.7.4. T-invertida con dos cargas de magnitud y direccién inciertas
centradas en el centro de los extremos laterales.

El cuarto ejemplo es una estructura en forma de T-invertida. En la Figura 7.14, se
muestran las dimensiones del dominio de disefio y el nimero de elementos finitos en la
direccién horizontal y vertical en los subdominios en los que se ha dividido el dominio de
disefio. La estructura esta fija en su extremo superior, y esta sujeta a dos cargas P1 y P2, de
magnitud y direccion inciertas, aplicadas en los puntos medios de los extremos laterales. La
incertidumbre en la magnitud y la direccion de las cargas P1 y P2 se han modelado por medio
de dos distribuciones normales de medias u;, =5V ug = 3n/2 y desviaciones estandar o, = 0,5
y og =0,25; respectivamente. La estructura se ha optimizado bajo condiciones de carga
determinista y considerando incertidumbres en la magnitud y en la direccion de la carga. Tanto
para la optimizacion determinista, como para la optimizacion robusta, se ha dispuesto un total
de 9 puntos de control uniformemente espaciados sobre el extremo libre izquierdo y se ha
establecido una fraccion de volumen de V/V, = 0,5 y un factor de ponderacion de w = 1.
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Figura 7.13: Viga de Michell con tres cargas inciertas sobre el borde inferior. (a) Evolucion de la
funcién objetivo combinada. (c) Evolucion de la fraccion de volumen. (b) Evolucion de la aptitud.
(d) Evolucién del coste computacional.
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Figura 7.14: T-invertida con dos cargas de magnitud y direccidn inciertas centradas en el centro de
los extremos laterales. Dominio de disefio.

En la figura 7.15a, se muestra el disefio 6ptimo determinista obtenido en la generacion
63, con un valor para la compliance de € = 1275,71 Nmm y una fraccion de volumen de
V/V, =0,495. Si la topologia determinista se analiza considerando las incertidumbres en la
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magnitud y en la direccion de ambas cargas, se obtiene un valor medio y una desviacion
estandar para la compliance de u, = 4372,56 Nmmy o, = 8948,22 Nmm.

(a) Generacion 63 (b) Generacién 43
C =1275,71 Nmm; V /V, = 0,495 Uc = 2783,58 Nmm; V /V, = 0,500

Figura 7.15: T-invertida con dos cargas de magnitud y direccion inciertas centradas en el centro
de los extremos laterales: (a) Disefio determinista; (b) Disefio robusto.

Realizada la optimizacion robusta, el disefio éptimo robusto (ver figura 7.15b) se obtiene
en la generacion 43, con un valor medio y una desviacion estandar para la compliance de y, =
2783,58 Nmm y o, = 5771,16 Nmm. Ambos disefios, robusto y determinista, son muy
similares salvo en la parte superior, donde las barras pasan de estar de una disposicién inclinada
a otra practicamente vertical y con una cruceta de refuerzo. En la tabla 7.11, se comparan los
resultados del disefio determinista y robusto bajo el efecto de la incertidumbre.

Tabla 7.11: T-invertida con dos cargas de magnitud y direccion inciertas centradas en el centro de los
extremos laterales.

Desviacion

re G Medu o GgD Pt Goerc
(Nmm) 0

Determinista 1 4372,56 8948,22 0,495 63

Robusto 17 2783,58 5771,16 0,500 43

En la figura 7.16, se muestra la evolucion de la funcién objetivo, la fraccién de volumen,
la aptitud y el tiempo computacional tanto para la optimizacion determinista como para la
optimizacion robusta. Observando las pendientes de las curvas de la figura 7.17d se puede
apreciar el elevado coste computacional de la optimizacion robusta con respecto a la
determinista, el cual se deriva del hecho de necesitar 17 estados de carga en la optimizacién.

7.8. Conclusiones

En este trabajo se presenta un algoritmo para la optimizacion de topologia robusta
considerando la existencia de incertidumbres en las cargas. Para ello, el problema de RTO se
ha formulado de forma probabilista, tomando como funcion objetivo la suma ponderada del
valor medio y de la desviacion estandar de la compliance. En cada iteracion, el valor medio
como la desviacién estandar de la compliance se calcula por medio del método UDR. Este
método transforma el problema robusto en otro sujeto a multiples estados de cargas.
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En los ejemplos analizados se ha podido observar como el valor de la compliance del
disefio 6ptimo determinista es en todos los casos inferior al valor medio de la compliance de
los disefios dptimos robustos, sin embargo también se ha demostrado como el disefio éptimo
determinista tiene un peor comportamiento en condiciones de incertidumbre que los 6ptimos
robustos, llegando en algunos casos a ser el valor medio de la compliance hasta 3 veces superior.
Esto demuestra la importancia de incluir las incertidumbres en el proceso de optimizacion. Por
otro lado, se ha comprobado como el disefio 6ptimo robusto se adapta al tipo de pdf (tipo y
parametros que la definen) que caracteriza a las variables aleatorias. Finalmente, decir el
elevado coste computacional asociado a RTO con respecto a la optimizacion determinista, se
debe a que en cada iteracion es necesario analizar una serie de estados de carga, que en el mejor
de los casos se corresponde con 3 estados de carga.
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Figura 7.16: T-invertida. (a) Evolucion de la compliance. (c) Evolucion de la fraccion de volumen.
(b) Evolucién de la aptitud. (d) Evolucién del coste computacional.
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CAPITULO 8:

CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

En este capitulo se hace un resumen del trabajo realizado en esta tesis, se exponen las
conclusiones del mismo y se proponen trabajos futuros.

8.1. Trabajos realizados

Durante el desarrollo de esta tesis se han realizado los siguientes trabajos y aportaciones:

1. Revision bibliografica de articulos de revistas, libros, y congresos relacionados con el
disefio 6ptimo robusto de topologia.

2. Revision de los conceptos minimos sobre la teoria de la elasticidad para el analisis con una
malla fija de elementos finitos, formulacion del problema elastico plano con una malla fija
de elementos finitos rectangulares, matrices de rigidez utilizadas para cada uno de los casos
geométricos en los que se puede encontrar el elemento, asi como las aplicaciones, ventajas
e inconvenientes del uso de la malla fija en el disefio 6ptimo de estructuras continuas.

3. Descripcion de los fundamentos bioldgicos, matematicos, y operadores de un algoritmo
genético, asi como las aplicaciones, ventajas e inconvenientes de su uso en el disefio 6ptimo
robusto en el disefio éptimo robusto de topologia.



Disefio 6ptimo robusto de topologia de estructuras continuas con isolineas y algoritmos genéticos

Descripcion de los fundamentos minimos sobre las curvas B-spline, asi como las
aplicaciones, ventajas e inconvenientes de su uso en el disefio 6ptimo de estructuras (forma
y topologia).

Implementacion de un algoritmo para el disefio Optimo determinista de topologia
empleando los algoritmos genéticos, las isolineas del problema y una malla fija de
elementos finitos para el analisis de la estructura

5.1. Resolucion de varios ejemplos para la validacion del método, y comparacion con los
resultados recogidos en la bibliografia.

5.2. Estudio paramétrico para ajustar la mejor configuracion de los parametros del
algoritmo genético.

Implementacion de un algoritmo para el disefio 6ptimo de forma empleando programacion
matematica, las isolineas del problema y una malla fija de elementos finitos para el anélisis
de la estructura

6.1. Resolucién de varios ejemplos para la validacion del método para el disefio 6ptimo de
forma mediante programacion cuadréatica secuencial.

Implementacion de un algoritmo para la optimizacién de topologia empleando
programacion matematica, las isolineas del problema y una malla fija de elementos finitos
para el andlisis de la estructura

7.1. Resolucion de varios ejemplos para la validacion del método, asi como su comparacion
con los resultados obtenidos usando el método de disefio 6ptimo de topologia con
isolineas y algoritmos genéticos desarrollado.

Revision bibliogréafica en articulos de revistas, libros y congresos de los diferentes métodos
para la formulacion del problema de forma probabilistico como la caracterizacion y
propagacién de las incertidumbres en la respuesta, asi como su uso en el disefio éptimo
robusto de topologia.

Implementacion de un algoritmo genético para el disefio 6ptimo robusto de topologia
empleando algoritmos genéticos, las isolineas del problema y una malla fija de elementos
finitos para el analisis de la estructura.

9.1. Resolucidn de varios ejemplos para validar el método, asi como la comparacién de los
resultados obtenidos con los resultados deterministicos.

8.2. Conclusiones

Del trabajo realizado en esta tesis se extraen las siguientes conclusiones:

1. El método de analisis en malla fija se confirma como una herramienta eficiente y fiable para

la estimacion de las deformaciones y las tensiones en la resolucién de problemas elasticos.
Los errores derivados de la aproximacion son minimos y la regeneracion de malla es
evitada, suponiendo una reduccion del coste computacional considerable.

Los algoritmos genéticos se han confirmado como un método robusto y potente para el
disefio 6ptimo de estructuras, permitiendo obtener dptimos globales sin la ayuda de los
gradientes.
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3. Las curvas B-spline y NURBS se han confirmado como una potente herramienta para la
representacion de contornos en algoritmos de optimizacion de forma y topologia,
permitiendo describir de forma precisa y suave curvas mediante el uso de un reducido
namero de puntos de control.

4. Parael método propuesto de disefio éptimo determinista de topologia empleando algoritmos
genéticos, las isolineas del problema, y una malla fija para el anélisis de la estructura se
concluye que:

4.1. Los resultados obtenidos con el método permiten la obtencién de soluciones iguales o
muy parecidas a las encontradas en la bibliografia para los problemas tratados,
proporcionando disefios con contornos bien definidos, evitando soluciones de borde
aserrado y soluciones en forma de tablero de ajedrez (método SIMP)

4.2. El empleo de una codificacion real proporciona un desempefio superior del algoritmo,
permitiendo una mejor adaptacion al problema de optimizacion.

4.3. El coste computacional puede ser elevado debido a la necesidad de realizar un analisis
para cada uno de los individuos que conforman la poblacion del algoritmo genético.

4.4. No se aprecian diferencias significativas entre las topologias éptimas obtenidas usando
una curva poligonal o B-spline para definir el contorno estructural. Ello se debe a que
tanto el contorno exterior como la forma y posicion de las cavidades se deben a las
isolineas del problema y no al contorno virtual.

4.5. No se aprecian diferencias significativas entre los disefios 6ptimos obtenidos utilizando
como criterio la energia de deformacion o las tensiones de von Mises, aunque la
evolucion de la optimizacién se desarrolla de modo diferente, obteniendo topologias
intermedias diferentes.

4.6. La determinacion de los pardmetros que controlan el algoritmo genético es primordial
para la realizacién de una correcta exploracion y explotacion. En base a los resultados
obtenidos se ha determinado que el torneo estocastico es el mejor operador de seleccion
y el cruce binario simulado el mejor operador de cruce, aunque en cualquier caso se
alcanza el disefio final esperado y recogido en la bibliografia.

5. Para el método propuesto de disefio 6ptimo de topologia empleando programacion
matematica, las isolineas del problema, y una malla fija para el analisis de la estructura se
concluye que:

5.1. El proceso de optimizacion de forma el cual determina el contorno exterior de la
estructura y de la posicién y forma de las cavidades son llevados a cabo de modo
independiente, por lo que puede originarse cruces entre ambos, dando lugar a disefios
no realizables.

5.2. Es necesario realizar la reduccion de volumen de un modo iterativo, estableciéndose
fracciones de volimenes intermedias, ya que el método de programacion cuadratica
secuencial primero se centra en satisfacer las restricciones y una vez satisfechas, reducir
el valor de la funcién objetivo.

5.3. EI ndmero de pardmetros que controlan el método de programacion cuadrética
secuencial es elevado y su influencia sobre el problema es considerable.
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6.

5.4. En el caso de utilizar una curva poligonal, la optimizacion debe de llevarse a cabo con
un numero elevado de puntos de control y ademas permitiendo que estos se muevan
en ambas direcciones (x e y) para obtener contornos suaves y precisos. Sin embargo,
este hecho supone un aumento del coste computacional.

El método UDR permite determinar de forma precisa y eficiente los dos primeros momentos
estadisticos de la respuesta de sistemas multidimensionales o multivariable.

Para el método propuesto de disefio 6ptimo determinista de topologia empleando los
algoritmos genéticos, las isolineas del problema, y una malla fija para el andlisis de la
estructura se concluye que:

7.1. Los resultados obtenidos con el método permiten obtener disefios robustos que
reproducen los recogidos en la bibliografia, ademas remarcar la importancia de
considerar el efecto de la incertidumbre en el proceso de optimizacion.

7.2. El coste computacional depende directamente del nimero de casos de carga necesarios
para evaluar el efecto de la incertidumbre en la respuesta, aumentando
considerablemente con respecto al caso determinista.

7.3. El disefio 6ptimo se modifica y adapta al nivel de incertidumbre (tipo de pdf, valores
caracteristicos, etc.)

8.3. Trabajos futuros

Como continuacion del trabajo realizado en esta tesis, se proponen las siguientes lineas

de trabajo futuro:

1.
2.

Ampliar las metodologias desarrolladas al disefio 6ptimo de estructuras tridimensionales.

Considerar otras fuentes de incertidumbre como la variabilidad de las propiedades de
material, de la geometria, posicién de las cargas, etc.

Considerar una funcion multiobjetivo para el problema de disefio éptimo robusto.

Obtener una expresion analitica o semianalitico para evaluar los gradientes para el método
de disefio 6ptimo de topologia con programacion matematica desarrollado.

Estudiar la posibilidad de adaptar los algoritmos para su ejecucion en maquinas paralelas,
cluster de ordenador o tarjetas gréficas.
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